MODELADO DE LA FLUENCIA PLASTICA EN MATERIALES by Castellanos Parra, Jesús
UNIVERSIDAD DE CASTILLA-LA MANCHA
FACULTAD DE CIENCIAS AMBIENTALES Y BIOQUI´MICA
Departamento de Matema´ticas
MODELADO DE LA FLUENCIA PLA´STICA EN MATERIALES
META´LICOS Y SUS APLICACIONES
MEMORIA PARA OPTAR AL GRADO DE DOCTOR
PRESENTADA POR
Jesu´s Castellanos Parra
BAJO LA DIRECCIO´N DE
Dr. Julio Mun˜oz Mart´ın
Dr. Manuel Cars´ı Cebria´n
Toledo, Diciembre 2012
 
UNIVERSIDAD DE CASTILLA-LA MANCHA
FACULTAD DE CIENCIAS AMBIENTALES Y BIOQUI´MICA
Departamento de Matema´ticas
MODELADO DE LA FLUENCIA PLA´STICA EN MATERIALES
META´LICOS Y SUS APLICACIONES
TESIS DOCTORAL
Jesu´s Castellanos Parra
Directores:
Julio Mun˜oz Mart´ın
Manuel Cars´ı Cebria´n
Departamento de Metalurgia F´ısica
CENTRO NACIONAL DE INVESTIGACIONES METALU´RGICAS
CONSEJO SUPERIOR DE INVESTIGACIONES CIENTI´FICAS
Toledo, Diciembre 2012
 
Agradecimientos
La realizacio´n de este trabajo ha supuesto un gran esfuerzo y dedicacio´n. Siem-
pre es mejor as´ı, pues en su finalizacio´n te sientes orgulloso de toda la labor realizada.
Echando la vista atra´s, la realizacio´n de esta tesis ha estado llena de sorpresas,
casi siempre agradables. La principal (exceptuando la parte estrictamente personal)
ha sido conocer, relacionarme y poder desarrollarme como persona junto a un grupo
de trabajo de excelente calidad humana y val´ıa profesional.
En todo momento, este grupo me ha expresado con sus actos su cercan´ıa, y siem-
pre me he sentido ayudado, apoyado, escuchado, atendido, aconsejado y ensen˜ado
por cada una de estas personas. He tenido suerte, porque as´ı se facilita mucho el
trabajo.
Es por ello que en estas l´ıneas quiero expresar mis agradecimientos:
Al Dr. Julio Mun˜oz Mart´ın y al Dr. Manuel Cars´ı Cebria´n que como directores
de tesis en todo momento han confiado en mı´ y han sabido transmitirme que´ es la
investigacio´n y co´mo se desarrolla,
Al Dr. Ignacio Rieiro Mar´ın, que siempre ha estado ah´ı ayuda´ndome y ensen˜a´ndo-
me en todas las ocasiones, y ofreciendo siempre su enriquecedora compan˜´ıa y,
Al Prof. O´scar Antonio Ruano Marin˜o, que siempre me ha recibido con la mayor
de las atenciones y del que he aprendido co´mo es un cient´ıfico.
Gracias tambie´n a mi compan˜ero de fatigas y amigo Vı´ctor, por sus consejos y
por los buenos momentos que hemos pasado tanto dentro como fuera del campus.
Gracias a A´ngel por su simpat´ıa y energ´ıa contagiosa.
i
ii Agradecimientos
Gracias a Maite por su acogedor recibimiento en Valencia y sus consejos cient´ıfi-
cos y gracias tambie´n a Carmen por hacerme sentir tan bien en las jornadas de
trabajo en su casa.
Gracias a los compan˜eros del campus Jacob, Rube´n y Herna´n por los buenos
ratos; y gracias tambie´n a Rafa, Virginia, Elena, Laura, Gabriel, Mar´ıa Jose´, Carol,
Carmen, Susana, Patricia, Ana, Beatriz, Amparo, Fabiola, Bea, Sara, Leticia, y a
los profesores Arantxa, Luis, Teresa, Fuensanta, Rosa, Juan A´ngel, Voyko, Leonor
y Carol y a todos aquellos con los que he compartido tantas experiencias.
Gracias tambie´n a los que han sido mis compan˜eros de piso durante estos an˜os
Fe´lix, Jose Mar´ıa y Pedro y a todos mis amigos del pueblo y de Las Pedron˜eras.
Asimismo, quiero agradecer a Mar´ıa su gran compresio´n, carin˜o, afecto y apoyo
imprescindibles para la realizacio´n este trabajo. Cuento con ella para mis siguientes
retos y los siguientes de los siguientes. Gracias tambie´n a Carmen y Antonio por su
buen trato y su disposicio´n a ayudarme siempre.
Gracias a mis padres, Basilio y Evangelina, por educarme en la satisfaccio´n
del trabajo, en la honestidad y la responsabilidad, valores sin los cuales habr´ıa
sido imposible empezar esta tesis y mucho menos acabarla. Gracias tambie´n a mi
hermana por su val´ıa, diversio´n e inteligencia.
Finalmente, expresar mi gratitud a las instituciones, en concreto a la Junta de
Comunidades de Castilla-La Mancha que, por medio de la Consejer´ıa de Educacio´n y
Ciencia y de la Universidad de Castilla-La Mancha, permitio´ la financiacio´n econo´mi-
ca de gran parte de esta investigacio´n y mi contratacio´n, y al Centro Nacional de
Investigaciones Metalu´rgicas por apoyar tambie´n econo´micamente esta investigacio´n
y por permitirme disponer de los valiosos recursos materiales e instalaciones de los
que dispone.
I´ndice general
Agradecimientos I
1. Organizacio´n y objetivos de esta tesis 1
2. Introduccio´n general 7
2.1. Clasificacio´n general de los modelos aplicados a la deformacio´n en
caliente de materiales meta´licos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2. Procesos de endurecimiento y ablandamiento durante la deformacio´n
en caliente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.3. Revisio´n general de los modelos fenomenolo´gicos y diferenciales para
la deformacio´n en caliente de materiales meta´licos policristalinos . . . 13
2.3.1. Modelos de endurecimiento por deformacio´n y restauracio´n
dina´mica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.2. Modelos de endurecimiento, restauracio´n y recristalizacio´n . . 22
2.4. Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3. Materiales y me´todo experimental 33
3.1. Composicio´n y caracter´ısticas generales de los materiales de partida . 33
3.1.1. Aleacio´n de Aluminio AA3005 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.1.2. Acero de ultra alto contenido en Carbono UHC-1.3 %C . . . . 36
3.1.3. Acero de alto contenido en Nitro´geno HNS . . . . . . . . . . . 38
3.1.4. Acero super duplex SA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2. El ensayo de torsio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2.1. Las probetas para la torsio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
iii
iv I´ndice general
3.2.2. Protocolo y condiciones de conformado consideradas en los
ensayos de torsio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.3. Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4. Tratamiento de datos experimentales de torsio´n para la obtencio´n
de curvas tensio´n-deformacio´n isotermas 53
4.1. Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.2. Conversio´n de datos de torsio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.2.1. Planteamiento matema´tico considerado en la conversio´n de datos 57
4.2.2. Diagrama de flujo del algoritmo implementado . . . . . . . . . 62
4.2.3. Resultados y discusio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.2.3.1. Ajustes obtenidos con la ecuacio´n fenomenolo´gica
(4.10) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.2.3.2. Obtencio´n de los para´metros n′ y m′ con las variables
de conformado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.2.3.3. Estudio comparativo de las curvas tensio´n-deformacio´n 70
4.3. Correccio´n de calentamiento adiaba´tico . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
4.3.1. Planteamiento teo´rico de la correccio´n . . . . . . . . . . . . . 77
4.3.1.1. Determinacio´n de la tensio´n en condiciones isotermas 77
4.3.1.2. Descripcio´n y justificacio´n del algoritmo iterativo pa-
ra la correccio´n de calentamiento adiaba´tico . . . . . 78
4.3.1.3. Cota superior para el incremento de la temperatura . 80
4.3.1.4. Ca´lculo del inicio de la inestabilidad pla´stica . . . . . 82
4.3.2. Diagrama de flujo del algoritmo implementado . . . . . . . . . 84
4.3.3. Resultados y discusio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.4. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.5. Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
5. Propuesta de un nuevo modelo fenomenolo´gico y diferencial para
la deformacio´n en caliente (MCC) y su validacio´n matema´tica 103
5.1. Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
5.2. Modelo propuesto en esta tesis (modelo MCC) . . . . . . . . . . . . . 104
I´ndice general v
5.3. Justificacio´n del modelo MCC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.3.1. El endurecimiento por deformacio´n y la restauracio´n dina´mica
en el modelo MCC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
5.3.2. La inclusio´n de la recristalizacio´n dina´mica en el modelo MCC 114
5.4. La identificacio´n de para´metros en modelos diferenciales . . . . . . . 117
5.5. Planteamiento del problema de optimizacio´n . . . . . . . . . . . . . . 121
5.5.1. Existencia y unicidad de solucio´n . . . . . . . . . . . . . . . . 124
5.6. Estrategia general para la resolucio´n del problema de optimizacio´n . . 126
5.7. Determinacio´n de la direccio´n de descenso . . . . . . . . . . . . . . . 127
5.7.1. Condiciones de optimalidad y ca´lculo del gradiente por el
me´todo adjunto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
5.7.2. Me´todo BFGS amortiguado para el ca´lculo de la direccio´n de
descenso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
5.8. Determinacio´n del taman˜o de paso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
5.9. Diagrama de flujo del algoritmo de optimizacio´n . . . . . . . . . . . . 134
5.10. Validacio´n matema´tica del modelo y del algoritmo de optimizacio´n . . 137
5.10.1. Test de control mediante generacio´n ad-hoc de datos experi-
mentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
5.10.2. Intervalos de confianza para los para´metros estimados . . . . . 139
5.10.3. Ana´lisis del algoritmo de optimizacio´n . . . . . . . . . . . . . 142
5.10.4. Validacio´n matema´tica del modelo . . . . . . . . . . . . . . . 146
5.11. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
5.12. Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
6. Validacio´n del modelo MCC a partir de datos experimentales de
cuatro materiales 155
6.1. Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
6.2. Aplicacio´n del modelo MCC a los materiales estudiados . . . . . . . . 156
6.2.1. Resultados en la aleacio´n de Aluminio AA3005 . . . . . . . . . 158
6.2.2. Resultados en el acero de ultra alto contenido en Carbono
UHC-1.3 %C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
6.2.3. Resultados en el acero de alto contenido en Nitro´geno HNS . . 166
vi I´ndice general
6.2.4. Resultados en el acero super duplex SA . . . . . . . . . . . . . 170
6.3. Las variables internas F1 y F2 en el modelo MCC . . . . . . . . . . . 174
6.4. Ana´lisis multivariante de los para´metros obtenidos . . . . . . . . . . . 180
6.4.1. Construccio´n de la matriz de datos . . . . . . . . . . . . . . . 181
6.4.2. Ana´lisis de conglomerados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
6.4.3. Ana´lisis factorial por componentes principales . . . . . . . . . 187
6.4.4. Ana´lisis de regresio´n lineal multivariante por pasos . . . . . . 194
6.5. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
6.6. Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209
7. Conclusiones globales y futura investigacio´n 213
A. Desarrollo de la fo´rmula de Fields-Backofen para la obtencio´n de
la tensio´n de cizalla 217
B. Detalle del ca´lculo del gradiente del coste por el me´todo adjunto 223
C. Pruebas de normalidad de los residuos 227
D. Trabajos publicados durante la realizacio´n de esta tesis 233
Cap´ıtulo 1
Organizacio´n y objetivos de esta
tesis
Esta tesis doctoral es el resultado del trabajo realizado en el Departamento de
Matema´ticas de la Universidad de Castilla-La Mancha, UCLM, y en el Departa-
mento de Metalurgia F´ısica del Centro Nacional de Investigaciones Metalu´rgicas,
CENIM-CSIC.
El desarrollo de este trabajo tiene dos vertientes. Por un lado, toma como punto
de partida los estudios sobre modelos diferenciales (que emplean ecuaciones diferen-
ciales) para la deformacio´n en caliente de metales encabezados por el Prof. Alan
K. Miller y el Prof. Oleg. D. Sherby. Estos modelos se desarrollaron en la segunda
mitad de la de´cada de los setenta y la de´cada de los ochenta en la Universidad de
Standford, Estados Unidos. Por otro lado, se enmarca en la l´ınea de investigacio´n
relativa al modelado de materiales meta´licos policristalinos bajo condiciones de alta
temperatura y alta velocidad de deformacio´n del Departamento de Metalurgia F´ısica
del CENIM. En concreto, este trabajo toma como referente investigaciones previas
plasmadas en la tesis doctoral realizada por el Dr. Ignacio Rieiro Mar´ın y dirigida
por el Dr. Manuel Cars´ı Cebria´n.
Este trabajo presenta un estudio integral acerca del modelado macrosco´pico de la
respuesta meca´nica de metales bajo deformacio´n en caliente. La palabra integral hace
referencia a la visio´n global o total de esta tesis. En este sentido, las investigaciones
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realizadas comprenden desde el tratamiento de los datos de ma´quina de torsio´n
hasta su posterior modelado diferencial. Asimismo, en esta tesis se conectan las
te´cnicas matema´ticas de Optimizacio´n, Interpolacio´n y Ana´lisis Multivariante con
las evidencias experimentales obtenidas del equipo meca´nico de torsio´n para cuatro
materiales de diferentes caracter´ısticas. El objetivo principal de esta ligazo´n es tratar
de mejorar los resultados que existen hasta la fecha acerca de la deformacio´n en
caliente de metales.
Esta tesis doctoral esta´ organizada de acuerdo a lo expuesto en la Figura 1
que se detalla a continuacio´n. El Cap´ıtulo 2, Introduccio´n general, presenta
una revisio´n bibliogra´fica; primero, referente a los procesos de endurecimiento y
recuperacio´n que se desarrollan en metales sometidos a deformacio´n en caliente y
segundo, relativa a los modelos diferenciales ma´s importantes desarrollados en las
tres u´ltimas de´cadas.
El Cap´ıtulo 3, Materiales y me´todo experimental, presenta los metales
estudiados, en concreto, la aleacio´n de Aluminio AA3005, un acero de ultra alto
contenido en Carbono UHC-1.3 %C, un acero de alto contenido en Nitro´geno HNS
y un acero superduplex SA. El me´todo experimental consiste en ensayos de torsio´n
a alta temperatura y alta velocidad de deformacio´n realizados en los laboratorios de
torsio´n del Departamento de Metalurgia F´ısica del CENIM y del Departamento de
Meca´nica de la Universidad Polite´cnica del Marche en Ancona, Italia, en el caso del
acero HNS.
El Cap´ıtulo 4, Tratamiento de datos experimentales de torsio´n, tiene
dos partes: la primera, se encarga de la conversio´n de datos de torsio´n y la segun-
da, afronta el problema de la correccio´n de calentamiento adiaba´tico. En la primera
parte se ha disen˜ado un algoritmo nume´rico en el entorno Matlab para realizar la
conversio´n de datos par y nu´mero de vueltas, procedentes de ensayos de torsio´n a
variables f´ısicas verdaderas, tensio´n y deformacio´n. Este algoritmo se basa en las
reglas f´ısicas de conversio´n usuales, pero emplea te´cnicas matema´ticas de Optimi-
zacio´n e Interpolacio´n para eliminar las simplificaciones que afectan a la precisio´n
de la conversio´n y que usualmente han sido asumidas para minimizar los problemas
nume´ricos. El resultado principal de esta primera parte consiste en la aportacio´n de
Cap´ıtulo 1. Organizacio´n y objetivos de esta tesis 3
Organizacio´n, motivacio´n, objetivos y
antecedentes (Cap´ıtulos 1 y 2).
Materiales y me´todo experimental (Cap´ıtulo 3).
Conversio´n de datos de
torsio´n (Cap´ıtulo 4).
Correccio´n de calentamiento
adiaba´tico (Cap´ıtulo 4).
Modelo fenomenologico y dife-
rencial MCC (Cap´ıtulo 5).
Validacio´n
matema´tica
(Cap´ıtulo 5).
Validacio´n
experimental
(Cap´ıtulo 6).
Figura 1. Organizacio´n general de esta tesis doctoral.
un nuevo me´todo que mejora la calidad de los resultados del proceso de conversio´n
de datos empleando para ello las te´cnicas matema´ticas referidas.
En la segunda parte del cap´ıtulo 4, se disen˜a un nuevo algoritmo nume´rico e
iterativo en el entorno Matlab que se encarga de realizar la correccio´n de calenta-
miento adiaba´tico con el objetivo de obtener curvas tensio´n-deformacio´n isotermas.
La correccio´n de calentamiento adiaba´tico es clave en el a´mbito de trabajo en el
que se desarrolla este tesis doctoral ya que se considera alta temperatura y alta
velocidad de deformacio´n. Bajo estas condiciones no hay tiempo suficiente para la
pe´rdida de calor de la probeta y por tanto se produce un calentamiento de e´sta
que afecta significativamente a la respuesta meca´nica del material. Adema´s, en es-
ta segunda parte del cap´ıtulo se ha establecido una acotacio´n para el incremento
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ma´ximo de temperatura y una estimacio´n del valor de deformacio´n para el inicio de
inestabilidad pla´stica que limita la admisibilidad de la correccio´n por calentamiento
adiaba´tico. Finalmente, los resultados obtenidos de la conversio´n y correccio´n de
datos, proporcionan curvas tensio´n-deformacio´n isotermas suficientemente precisas
como para poder afrontar la siguiente etapa de este trabajo referida al modelado
diferencial de estos resultados.
En el Cap´ıtulo 5, Propuesta de un nuevo modelo fenomenolo´gico y
diferencial para la deformacio´n en caliente (MCC) y su validacio´n ma-
tema´tica, se ha disen˜ado un nuevo modelo de cara´cter fenomenolo´gico que emplea
una ecuacio´n diferencial para predecir la respuesta meca´nica de un material meta´lico
policristalino sometido a deformacio´n en caliente. El modelo, llamado MCC, depen-
de de seis para´metros y utiliza dos variables internas para considerar los procesos de
endurecimiento por deformacio´n, restauracio´n dina´mica y recristalizacio´n dina´mi-
ca. Una vez establecidas y justificadas las ecuaciones del modelo MCC el resto del
Cap´ıtulo 5 se centra en los aspectos matema´ticos asociados a la resolucio´n del mo-
delo. La identificacio´n de para´metros del modelo se ha realizado por te´cnicas de
Optimizacio´n Matema´tica con el objetivo de mejorar los ajustes que existen has-
ta la fecha en el a´mbito de la fluencia pla´stica. En este sentido, se ha definido un
problema de minimizacio´n donde los puntos experimentales son las curvas tensio´n-
deformacio´n obtenidas en el Cap´ıtulo 4. Se ha asegurado la existencia de solucio´n
desde el punto de vista teo´rico y se ha afrontado la cuestio´n de unicidad de solu-
cio´n desde el punto de vista nume´rico. El problema de minimizacio´n se ha resuelto
disen˜ando un algoritmo nume´rico espec´ıficamente desarrollado a tal efecto. Se ha
considerado un me´todo quasi-Newton, en concreto el me´todo BFGS amortiguado y
el ca´lculo del gradiente se ha realizado aplicando el me´todo adjunto. Adema´s, el algo-
ritmo disen˜ado permite la obtencio´n de los intervalos de confianza de los para´metros
estimados. Finalmente se ha realizado un test de control mediante generacio´n ad-hoc
de datos experimentales que permite la validacio´n matema´tica del modelo MCC y
el ana´lisis nume´rico del algoritmo de minimizacio´n disen˜ado.
En el Cap´ıtulo 6, Validacio´n del modelo MCC a partir de datos expe-
rimentales de cuatro materiales, se ha aplicado el modelo MCC disen˜ado en
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el Cap´ıtulo 5 a los cuatro materiales estudiados en esta tesis. En este cap´ıtulo se
restituyen las curvas tensio´n-deformacio´n y se analiza y contrasta el papel de las
variables internas y de los para´metros del modelo MCC. En concreto se consideran
el para´metro α de la ecuacio´n de Garofalo y el para´metro ε50, deformacio´n para
la que se alcanza el 50 % de fraccio´n de volumen recristalizado como elementos de
control para las variables y para´metros del modelo. Adema´s se realiza un primer
estudio relevante acerca de la validacio´n f´ısica de los para´metros del modelo MCC.
Para ello, se han empleando te´cnicas de ana´lisis multivariante efectuadas con el pa-
quete estad´ıstico SPSS. En concreto, se han empleado te´cnicas de ana´lisis cluster,
de ana´lisis factorial y de regresio´n lineal multivariante por pasos. Los resultados
principales obtenidos en este cap´ıtulo revelan la gran capacidad de prediccio´n del
modelo MCC y el ana´lisis multivariante permite explicar los para´metros del modelo
en base a dependencias lineales con las propiedades termomeca´nicas y f´ısicas de los
materiales estudiados.
Finalmente, en el Cap´ıtulo 7, Conclusiones globales y futura investiga-
cio´n, se establecen las conclusiones ma´s importantes de este trabajo y se proponen
futuras l´ıneas de investigacio´n a desarrollar.
Los objetivos principales de esta investigacio´n son:
1. Obtener curvas tensio´n-deformacio´n isotermas y suficientemente precisas pro-
cedentes de ensayos de torsio´n a alta temperatura y alta velocidad de defor-
macio´n para afrontar su posterior modelado (Cap´ıtulo 4).
2. Establecer un modelo fenomenolo´gico y diferencial (modelo MCC) para pre-
decir la respuesta meca´nica de una material meta´lico policristalino sometido a
deformacio´n en caliente y que tenga en cuenta los procesos de endurecimien-
to por deformacio´n, restauracio´n dina´mica y recristalizacio´n dina´mica que se
desarrollan en el material durante la deformacio´n (Cap´ıtulo 5, parte 1).
3. Validar matema´ticamente el modelo MCC (Cap´ıtulo 5, parte 2).
4. Validar experimentalmente el modelo MCC (Cap´ıtulo 6).
 
Cap´ıtulo 2
Introduccio´n general
2.1. Clasificacio´n general de los modelos aplicados
a la deformacio´n en caliente de materiales
meta´licos
La respuesta meca´nica de un material durante un proceso de deformacio´n en
caliente es compleja. Los procesos de endurecimiento y ablandamiento que compi-
ten dependen de manera no lineal de factores tales como el nivel de deformacio´n, la
velocidad de deformacio´n y la temperatura entre otros.
Modelar esta respuesta meca´nica de manera precisa es de gran importancia, tanto
desde el punto de vista tecnolo´gico como f´ısico. Por ejemplo, las te´cnicas de mode-
lizacio´n adquieren protagonismo en los procesos de conformado industriales pues su
optimizacio´n se suele apoyar en simulaciones nume´ricas mediante elementos finitos
que se soportan en un modelo de comportamiento del material bajo deformacio´n en
caliente. Es obvio que dichas experiencias nume´ricas son representativas del proceso
industrial en la medida que el modelo es capaz de predecir la respuesta meca´nica del
material. Asimismo, un buen modelo contribuira´ a la consecucio´n de un producto
de calidad minimizando los costes de fabricacio´n.
Por otro lado, desde el punto de vista f´ısico, la modelizacio´n de la respuesta
meca´nica de un material sometido a deformacio´n en caliente contribuye al ana´li-
7
8 Cap´ıtulo 2. Introduccio´n general
sis de los procesos de endurecimiento y recuperacio´n que tienen lugar durante la
deformacio´n y que no son directamente observables.
Desde un punto de vista f´ısico los modelos para la deformacio´n en caliente se
pueden clasificar en dos grandes grupos, fenomenolo´gicos y de base f´ısica:
Modelos Fenomenolo´gicos: la funcio´n o funciones que intervienen en el mo-
delo esta´n basadas en evidencias experimentales. La ventaja de estos modelos
reside en que involucran un menor nu´mero de para´metros y la complejidad
de las ecuaciones tambie´n es menor. El principal inconveniente radica en la
interpretacio´n f´ısica de los para´metros que intervienen.
Modelos de base f´ısica: las relaciones entre las distintas variables vienen
dadas por aspectos teo´ricos relativos a principios termodina´micos, teor´ıa del
movimiento de dislocaciones o deslizamiento de granos, etc. La ventaja de es-
tos me´todos esta´ en que describen de forma precisa el comportamiento del
material en su a´mbito de aplicacio´n. Por contra, son de gran complejidad e
involucran un gran nu´mero de para´metros. Su manejo es pra´cticamente in-
abordable cuando se trata de describir situaciones donde las condiciones de
deformacio´n son cercanas a las que se presentan en el a´mbito industrial y los
procesos microestructurales que se desarrollan son complejos.
Otra clasificacio´n se puede realizar atendiendo al planteamiento matema´tico que
se emplea en la modelizacio´n de la respuesta meca´nica del material ante la defor-
macio´n. As´ı los modelos se pueden clasificar en esta´ticos o dina´micos:
Modelos esta´ticos: el valor de deformacio´n se encuentra prefijado. El modelo
consiste en una o varias ecuaciones algebraicas que ligan las variables de confor-
mado tensio´n, temperatura y velocidad de deformacio´n. Histo´ricamente estos
modelos han sido aplicados en estado estacionario. Entre los modelos fenome-
nolo´gicos esta´ticos la ley potencial [1] y la ecuacio´n Garofalo son ampliamente
usados. Concretamente la ecuacio´n de Garofalo posee una gran capacidad de
prediccio´n y extrapolacio´n [2], [3], [4].
Recientes trabajos han extendido la aplicacio´n de la ecuacio´n de Garofalo fuera
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de estado estacionario con el objetivo de modelizar tambie´n el re´gimen tran-
sitorio asociado a la respuesta meca´nica del material sometido a deformacio´n
[5], [6], [7].
Entre los modelos esta´ticos de base f´ısica destacar los trabajos de Barrett [8]
o los estudios teo´ricos acerca de la fluencia de Harper-Dorn [9], [10].
Modelos diferenciales o dina´micos: Involucran una o varias ecuaciones
diferenciales. La idea ba´sica es modelizar el proceso continuo de deformacio´n
a partir de ciertas condiciones iniciales y pasando por un estado transitorio
llegar, si se alcanza, al estado estacionario para la tensio´n. Ejemplos de mo-
delos fenomenolo´gicos diferenciales son el de Miller-Sherby [11] o el de Kocks-
Mecking [12]. En cambio, los trabajos de Chaboche [13], Manonukul [14], Vo-
yiadijs [15] o Nes [16] tratan con distintos modelos diferenciales de base f´ısica.
Por otro lado, los modelos diferenciales se engloban en un marco ma´s amplio
conocido como teor´ıa de la variable de estado interna (ISV por sus siglas en
ingle´s). La teor´ıa ISV tiene un gran potencial pues no solo permite disen˜ar
modelos aptos para procesos de deformacio´n en caliente de metales sino que
tambie´n cubre otras situaciones. Por ejemplo se aplica en modelos de fatiga,
de mecanismos de dan˜o, de viscoelasticidad y viscoplasticidad. Adema´s, esta
teor´ıa se emplea en metales, pol´ımeros, cera´micas, biomateriales o materiales
compuestos. En [17] se presenta una revisio´n actual sobre multitud de mode-
los que se han disen˜ado basados en esta teor´ıa. La idea ba´sica sobre la que
se apoya es que existe una correlacio´n entre respuesta meca´nica del material
durante la deformacio´n y su estado microestructural. As´ı se pueden plantear
una o varias variables internas macrosco´picas que representan o resumen la
microestructura interna durante la deformacio´n. A mayor nu´mero de variables
internas la informacio´n que se dispone del estado microestructural del material
es ma´s detallada aumentando por contra la complejidad del modelo.
El a´mbito de esta tesis es la deformacio´n en caliente de metales a alta tempe-
ratura y alta velocidad de deformacio´n (hasta 26 s−1). Se trata de modelizar la
respuesta meca´nica del metal bajo estas condiciones desde un punto de vista funda-
mentalmente macrosco´pico.
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La modelizacio´n del comportamiento transitorio y estacionario del material en las
condiciones de conformado mencionadas se ha realizado en esta tesis desde el punto
de vista fenomenolo´gico y diferencial por diversas razones. Por un lado, se adopta el
planteamiento fenomenolo´gico pues los procesos microestructurales que ocurren en el
material a velocidades de deformacio´n relativamente altas son numerosos y complejos
y requieren de un conocimiento exhaustivo de las caracter´ısticas de microestructura.
Incluso, dependen de cada material. Asimismo, la utilizacio´n de modelos de base
f´ısica implicar´ıa que la capacidad de aplicacio´n estar´ıa limitada a ciertos rangos en
las variables de conformado. Por otro lado, conviene seleccionar un punto de vista
diferencial con el afa´n de modelizar tanto la condicio´n transitoria como estacionaria
que resulta del proceso de deformacio´n en caliente de la probeta.
El marco general de trabajo viene dado por aquellas situaciones en las que el en-
durecimiento por deformacio´n, la restauracio´n dina´mica y la recristalizacio´n dina´mi-
ca son los procesos metalu´rgicos principales durante la deformacio´n del material.
Por tanto, se presenta en el punto 2.2 de este cap´ıtulo una breve introduccio´n de
los procesos de endurecimiento y recuperacio´n mencionados en el pa´rrafo anterior.
Despue´s, en el punto 2.3 se realiza una revisio´n cr´ıtica de los modelos fenomenolo´gi-
cos y diferenciales ma´s importantes de la bibliograf´ıa que representan de una u otra
forma los procesos de endurecimiento y ablandamiento. La revisio´n de estos modelos
nos proporciona la base adecuada para plantear y justificar en el Cap´ıtulo 5 el nuevo
modelo fenomenolo´gico y diferencial disen˜ado en este trabajo.
2.2. Procesos de endurecimiento y ablandamiento
durante la deformacio´n en caliente
La respuesta meca´nica de un material meta´lico policristalino durante deforma-
cio´n en caliente, temperaturas superiores a 0.5Tm y altas velocidades de deformacio´n
(1 a 100 s−1) responde fundamentalmente al movimiento e interaccio´n de las dislo-
caciones en su interior siempre y cuando las deformaciones sean pequen˜as. En estas
condiciones, no hay tiempo suficiente para que los feno´menos de difusio´n adquieran
protagonismo.
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As´ı, una vez que el material sometido a esfuerzo supera su l´ımite ela´stico la
deformacio´n se produce por la generacio´n y el movimiento de las dislocaciones en
su interior. Como consecuencia, tambie´n se incrementa la probabilidad de que estas
dislocaciones queden ancladas en determinadas regiones del material como l´ımites
de grano, de subgrano o distintos precipitados segu´n el caso. El anclaje de las dislo-
caciones implica que es necesario aplicar una tensio´n adicional para alcanzar niveles
superiores de deformacio´n y por tanto se produce un endurecimiento del material
que se denomina endurecimiento por deformacio´n (WH por sus siglas en ingle´s).
De forma simulta´nea al proceso de endurecimiento por deformacio´n se desarrolla
en el material un mecanismo de ablandamiento o recuperacio´n conocido como res-
tauracio´n dina´mica (DRV). La restauracio´n dina´mica es consecuencia de procesos
microestructurales como el trepado, el deslizamiento o la aniquilacio´n de dislocacio-
nes adema´s del reagrupamiento de e´stas en estructuras de menor energ´ıa interna.
La restauracio´n dina´mica ocurre para cualquier valor de deformacio´n en la mayor´ıa
de los materiales meta´licos policristalinos [18], [19].
En materiales con alta energ´ıa de falta de apilamiento (SFE) el proceso de res-
tauracio´n dina´mica es muy eficiente, de manera que es usual alcanzar un equilibrio
dina´mico entre el endurecimiento por deformacio´n y el ablandamiento producido
por restauracio´n [20], [21].
Es generalmente aceptado que los materiales cuya deformacio´n en caliente vie-
ne determinada por la accio´n simulta´nea del endurecimiento por deformacio´n y de
la restauracio´n dina´mica quedan caracterizados por curvas tensio´n-deformacio´n iso-
termas del tipo de la mostrada en la Figura 1 [18]-[20]. La Figura 1 indica que el
material experimenta un endurecimiento neto segu´n la deformacio´n avanza (eta-
pa transitoria) hasta alcanzar el estado estacionario para la tensio´n resultado del
equilibrio dina´mico entre WH y DRV.
En materiales con baja energ´ıa de falta de apilamiento los procesos microestruc-
turales responsables de la restauracio´n dina´mica no son tan eficientes, con lo que se
configura una estructura de dislocaciones ma´s densa y heteroge´nea. La citada estruc-
tura precede a la formacio´n de zonas de nucleacio´n de nuevos granos recristalizados
que normalmente emergera´n en “regiones de discontinuidad” como las fronteras de
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Figura 1. Curva tensio´n-deformacio´n ideal generalmente asociada a WH +DRV
(temperatura T y velocidad de deformacio´n ε˙ constantes).
grano o de subgrano o en otros sitios como posibles inclusiones o part´ıculas de
segunda fase.
La nucleacio´n de nuevos granos a un determinado nivel de deformacio´n cr´ıtica εc
inicia el proceso de recristalizacio´n dina´mica (DRX). Este mecanismo microes-
tructural aniquila ra´pidamente las dislocaciones almacenadas en el material. Como
consecuencia, los materiales en los que se produce recristalizacio´n dina´mica se some-
ten a un ablandamiento adicional que ra´pidamente disminuye la tensio´n necesaria
para continuar con la deformacio´n hasta llegar en su caso a una tensio´n estacionaria
asociada a un taman˜o de grano recristalizado.
En general, el taman˜o de grano recristalizado es independiente del taman˜o de
grano inicial y solo depende de las condiciones de conformado: la velocidad de de-
formacio´n y la temperatura [22], si bien se pueden encontrar algunas excepciones en
la bibliograf´ıa cuando el taman˜o de grano inicial es muy fino [23].
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Figura 2. Curva tensio´n-deformacio´n ideal generalmente asociada a WH +DRV +
DRX (temperatura T y velocidad de deformacio´n ε˙ constantes).
La Figura 2 presenta la relacio´n tensio´n-deformacio´n caracter´ıstica cuando el
proceso de recristalizacio´n dina´mica se inicia a partir de un cierto valor de deforma-
cio´n cr´ıtica, que habitualmente se considera ligeramente inferior que la deformacio´n
de pico.
2.3. Revisio´n de los modelos fenomenolo´gicos y
diferenciales para la deformacio´n en caliente
de materiales meta´licos policristalinos
Los modelos diferenciales para estudiar la deformacio´n en caliente de los metales
han ido adquiriendo importancia en las u´ltimas de´cadas gracias al desarrollo de los
me´todos nume´ricos y la capacidad de ca´lculo computacional.
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Estos modelos diferenciales tratan de predecir y caracterizar la respuesta del
material ante la deformacio´n tanto en estado transitorio como estacionario. En este
sentido, complementan a los modelos esta´ticos cla´sicos como la ley potencial o la
ecuacio´n de Garofalo ligados histo´ricamente al estado estacionario para la deforma-
cio´n. Los modelos diferenciales se estructuran a trave´s de un conjunto de ecuaciones
diferenciales que se expresa de manera gene´rica como sigue:
ε˙ = f (σ, T, s1, ..., sn) (2.1)
s˙1 = g1 (σ, T, s1, ..., sn)
...
s˙n = gn (σ, T, s1, ..., sn)
(2.2)
De acuerdo a este marco general se tiene:
La ecuacio´n (2.1): es una ecuacio´n que liga las variables de conformado ten-
sio´n, temperatura y velocidad de deformacio´n. Adema´s la ecuacio´n (2.1) invo-
lucra un conjunto de variables caracterizadoras de la deformacio´n en caliente
s1, ..., sn. Esta ecuacio´n suele tener una estructura similar a la ecuacio´n de
Garofalo.
La ecuacio´n o sistema de ecuaciones (2.2): son una o un conjunto de ecuacio-
nes diferenciales que rigen el comportamiento de las variables s1, ..., sn durante
el proceso de deformacio´n. El disen˜o de estas ecuaciones diferenciales respon-
dera´ en la mayor´ıa de los casos a criterios fenomenolo´gicos.
Las variables s1, ..., sn se pueden clasificar en dos grandes tipos: “de microestruc-
tura” o “internas o de estructura”. Las primeras son variables microsco´picas y se
refieren espec´ıficamente a procesos concretos como dislocaciones mo´viles, inmo´viles
o crecimiento de subgrano. Las segundas son variables macrosco´picas y se apoyan
en la teor´ıa de la variable de estado interna (ISV por sus siglas en ingle´s) descrita
brevemente en la introduccio´n de este cap´ıtulo.
Dependiendo de la eleccio´n de la ecuacio´n constitutiva (2.1), del nu´mero de va-
riables en juego, as´ı como de la evolucio´n de e´stas segu´n (2.2), surgen distintos
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modelos para la deformacio´n en caliente de materiales. Se presentan a continuacio´n
algunos de los modelos fenomenolo´gicos y diferenciales ma´s importantes recogidos
de la literatura. Estos modelos se han clasificado en dos grandes grupos dependiendo
de si incluyen o no la recristalizacio´n dina´mica como proceso de ablandamiento. As´ı,
se tiene la clasificacio´n:
1. Modelos de endurecimiento por deformacio´n y restauracio´n dina´mica,
2. Modelos de endurecimiento, restauracio´n y recristalizacio´n dina´micas.
Para cada uno de los modelos se realiza una pequen˜a descripcio´n de su estructura
y fundamentacio´n. Adema´s, se hace especial hincapie´ en el nu´mero de para´metros de
los que depende el modelo en cuestio´n, las te´cnicas empleadas para la determinacio´n
de estos para´metros y el tipo de ensayos experimentales requeridos para realizar tal
determinacio´n.
2.3.1. Modelos de endurecimiento por deformacio´n y res-
tauracio´n dina´mica
El denominador comu´n a este tipo de modelos es que la variable interna o de
estructura s que caracteriza la competicio´n entre los procesos de endurecimiento y
restauracio´n dina´mica tiene el siguiente formato
s˙ = f
Endurecimiento por
deformacio´n
− g(T, s)
Restauracio´n
dina´mica
donde f es una funcio´n que representa el endurecimiento por deformacio´n y que
segu´n el modelo considerado dependera´ de distintas variables (deformacio´n, velo-
cidad de deformacio´n, tensio´n, temperatura o de la variable interna s); g es otra
funcio´n que modela el proceso de restauracio´n dina´mica y que en general depende
fundamentalmente de la temperatura y de la variable interna s.
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Modelo simplificado de Miller-Sherby
El equipo de investigacio´n liderado por el Prof. A.K. Miller y el Prof. O.D. Sherby
desarrollo´ durante la segunda mitad de la de´cada de los setenta y la de´cada de los
ochenta una serie de modelos diferenciales con el fin de describir el comportamiento
pla´stico de los metales [11], [24], [25], [26], [27]. Este conjunto de modelos se conocen
como ecuaciones MATMOD (MATerials MODelling). Los modelos desarrollados res-
ponden a un formato dina´mico y su complejidad en cuanto al nu´mero de ecuaciones
difenciales y de para´metros var´ıa dependiendo del nu´mero de procesos metalu´rgicos
a tener en cuenta.
El modelo ma´s complejo involucra 4 ecuaciones diferenciales y 31 para´metros
a determinar y tiene en cuenta feno´menos como fluencia transitoria y estacionaria,
endurecimiento y ablandamiento c´ıclico, histe´resis, deformacio´n multiaxial y endu-
recimiento por precipitados entre otros.
Las ecuaciones MATMOD son en cierta medida los que han dado lugar a parte
de los modelos que se refieren a continuacio´n. Este tipo de ecuaciones, a pesar de
ser las primeras son las que en nuestra opinio´n tienen mayor sentido f´ısico pues se
apoyan en multitud de evidencias experimentales procedentes de diversos materiales
meta´licos.
Se presenta aqu´ı un versio´n simplificada descrita en [11] por Miller y Sherby y
que sirve para dar respuesta a la interaccio´n entre los procesos de endurecimiento
por deformacio´n y restauracio´n dina´mica en deformacio´n en caliente
ε˙ = A exp
(−Q
RT
)
sinhn
[( σ
E
Fdef
)1.5]
(2.3)
F˙def = Hε˙−HA exp
(−Q
RT
)
sinhn
(
B3F 3def
)
(2.4)
La ecuacio´n constitutiva (2.3) responde a un formato tipo Garofalo donde el
para´metro α ha sido sustituido por 1 /Fdef . Fdef es una variable interna o de estruc-
tura y representa el estado de endurecimiento isotro´pico entendido como el resultado
neto de los procesos WH y DRV que se desarrollan simulta´neamente durante la de-
formacio´n del metal.
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El modelo es va´lido para cargas monoto´nicas y supone un endurecimiento lineal
con la deformacio´n. Los exponentes en el argumento del seno hiperbo´lico pueden
variar si se supone un endurecimiento de tipo parabo´lico. El modelo ha sido aplicado
con e´xito a Aluminio puro y aleaciones de Aluminio-Magnesio [11] deformados a
velocidades menores de 0.1 s−1.
Este modelo depende de 6 para´metros: {F0, A,Q,H,B, n}. Para la determinacio´n
o identificacio´n de estos para´metros es necesario disponer de resultados experimen-
tales procedentes de ensayos de torsio´n a T y ε˙ constantes. El me´todo de determi-
nacio´n se rige ma´s bien por te´cnicas experimentales que por te´cnicas matema´ticas.
Se efectu´a siguiendo un proceso sistema´tico que involucra el ajuste secuenciado de
para´metros. En concreto, se realizan ajustes parciales y separados sobre datos lo-
gar´ıtmicos en estado estacionario y en condiciones transitorias. Es necesario estimar
el l´ımite ela´stico del material a alta temperatura.
Modelo de Anand y modelo de Andrade
En [28] Anand determina el siguiente marco general para modelar los procesos
de endurecimiento, restauracio´n dina´mica y esta´tica
ε˙ = f(T, σ, s) (2.5)
s˙ = h(T, σ, s)ε˙− r˙ (s, T ) (2.6)
donde s (T, σ, ε˙) es una variable escalar que representa la resistencia que ofrece el
material a la deformacio´n, h(T, σ, s) es una funcio´n que representa la competicio´n
entre el endurecimiento por deformacio´n y la restauracio´n dina´mica y r˙ (s, T ) incluye
los efectos de la restauracio´n esta´tica posterior a la deformacio´n.
Basado en el formato anterior, Brown y colaboradores proponen en [29] el si-
guiente modelo
ε˙ = A exp
(−Q
RT
)
sinh
1
m
(
ξ
σ
s
)
(2.7)
s˙ = h0
(
1− s
s∗
)a
ε˙ s(0) = s0 (2.8)
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donde los efectos de la restauracio´n esta´tica no han sido considerados. El modelo ha
sido aplicado con e´xito a una aleacio´n Fe-2 %Si y a un Aluminio puro comercial con
velocidades de deformacio´n entre 10−3 y 1 s−1.
El modelo depende de 8 para´metros: {A,Q,m, ξ, h0, a, s∗, s0}. La identificacio´n
de estos para´metros se realiza siguiendo un proceso similar al descrito en el modelo
de Miller-Sherby, es decir, esta´ basado en regresiones lineales sobre datos experimen-
tales en escala logar´ıtmica. Para determinar los para´metros es necesario disponer de
resultados experimentales procedentes de ensayos de compresio´n a T y ε˙ constantes
y ensayos de salto de velocidad de deformacio´n.
Andrade en un trabajo reciente [30] modifica el modelo de Brown, considerando
que la energ´ıa de activacio´n y el valor inicial de la variable interna tienen una
dependencia expl´ıcita con la temperatura de la siguiente manera
Q =
{
Q0
(
1 + log
(
Tt
T
))
si T ≤ Tt
Q0 si T > Tt
,
s0 = s0,1 + s0,2T,
con Tt una temperatura de transicio´n. El modelo ha sido aplicado a la respuesta en
caliente de la aleacio´n de Aluminio AA1050-0 a velocidades de deformacio´n en el
entorno de 10−4 s−1.
Este modelo depende de 12 para´metros que se determinan aplicando un me´todo
de optimizacio´n basado en el gradiente y me´todos evolutivos. Los resultados expe-
rimentales necesarios para la identificacio´n de los para´metros proceden de ensayos
de traccio´n y de cizalladura a diferentes temperaturas.
Modelo de Zhou y Clode
Zhou y Clode proponen en [31] el siguiente modelo fenomenolo´gico para la de-
formacio´n en caliente de materiales
ε˙ = A exp
(−Q
RT
)
sinhn
(
σ − k0
s
)
(2.9)
s˙ = b∗ (sM − s) εm∗ ε˙ (2.10)
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con
b∗ = b (m∗ + 1) , m∗ = m− 1, b = αb (Zε)−βb , m = αm (Zε)−βm ,
donde s es una variable interna resultado de la interaccio´n entre el endurecimiento
por deformacio´n y la restauracio´n dina´mica. El modelo ha sido aplicado con e´xito a
la aleacio´n de Aluminio 5083 con ε˙ variando entre 0.01 s−1 y 18 s−1.
Este modelo depende de 10 para´metros: {A,Q, k0, n, sM , s0, αb, βb, αm, βm}. Pa-
ra la obtencio´n de los para´metros se resuelve anal´ıticamente la ecuacio´n diferencial
(2.10), se establecen ciertas condiciones iniciales y de estado estacionario y se reali-
zan ajustes lineales de datos en escala logar´ıtmica. La identificacio´n de para´metros
requiere de datos experimentales obtenidos de ensayos de torsio´n a T y ε˙ constantes.
Modelo de Kocks-Mecking
En [12] y [32] Kocks y Mecking presentan el siguiente modelo [KM]:
σ = σˆ
(
ε˙
ε˙0
) 1
m
, (2.11)
donde σˆ es una variable interna que representa el estado microestructural del ma-
terial y ε˙0 y m son para´metros del material. Para un material de grano grueso, la
cantidad σˆ se expresa en te´rminos de la densidad de dislocaciones ρ segu´n la fo´rmula
σˆ = Mαµb
√
ρ, (2.12)
con M el coeficiente de Taylor, α un para´metro que puede depender de T y ε˙ [33],
µ el mo´dulo de cizalladura y b el vector de Burgers. La variacio´n de ρ en funcio´n de
la deformacio´n viene dada por la ecuacio´n diferencial
ρ˙ = k1
√
ρ− k2ρ, (2.13)
con
k2 = k20
(
ε˙
ε˙∗0
)−1upslopen
, (2.14)
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donde k1 es una constante que recoge el almacenamiento (inmovilizacio´n) ate´rmico
de dislocaciones en el material tras haberse desplazado una distancia proporcional
al espacio medio entre dislocaciones
√
ρ. El para´metro k2 modula la restauracio´n
dina´mica de la que se supone una cine´tica de primer orden. El para´metro k2 tiene
una fuerte dependencia de T y ε˙. Los para´metros k20 y n se consideran constantes
del material y ε˙∗0 se puede suponer igual a ε˙0 por simplicidad.
La combinacio´n de las ecuaciones (2.11), (2.12) y (2.14) junto con la resolucio´n
anal´ıtica de la ecuacio´n diferencial (2.13) lleva a la siguiente ecuacio´n para σ:
σ − σs
σ0 − σs = exp
(
−ε− ε0
εtr
)
, (2.15)
donde se ha considerado que ε˙ es constante. El sub´ındice 0 se refiere algu´n punto
inicial en la curva tensio´n-deformacio´n (habitualmente el punto de l´ımite ela´stico)
y σs es la tensio´n de saturacio´n dada por
σs = Mαµb
k1
k20
(
ε˙
ε˙0
) 1
n
+ 1
m
. (2.16)
Adema´s
εtr =
σs
ΘII
(2.17)
es una deformacio´n caracter´ıstica de transicio´n que depende de ΘII , velocidad de
endurecimiento para la etapa 2 del proceso de endurecimiento por deformacio´n, que
viene dada por
ΘII =
1
2
M2αµbk1
(
ε˙
ε˙0
) 1
m
. (2.18)
Este modelo ha sido aplicado a diferentes materiales cuyo comportamiento en
caliente viene dado por la competicio´n entre WH y DRV.
El modelo KM depende de 14 para´metros: {ε˙0,M, α, µ, b,m, n, k1, k20, σ0, ε0, εtr,
σs,ΘII}. La determinacio´n de estos para´metros se realiza de manera secuencial e
incluye extrapolacio´n de datos, ajustes de regresio´n lineal, resolucio´n anal´ıtica de
la ecuacio´n diferencial y empleo de las ecuaciones (2.14) a (2.18) que relacionan
directamente unos para´metros con otros. Los ajustes se suelen realizar con datos
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experimentales procedentes de ensayos de torsio´n a T y ε˙ constantes y ensayos de
salto de velocidad de deformacio´n.
Modelo de Estrin-Mecking
El modelo [EM] de Estrin y Mecking [34] propone una modificacio´n al modelo
KM con el fin de tratar con materiales en los que el camino libre medio entre dislo-
caciones esta´ prefijado o bien por el espacio entre part´ıculas, o bien por el taman˜o
de grano, tal y como ocurre en los materiales endurecidos por part´ıculas y los de
taman˜o de grano fino respectivamente. El modelo EM es comu´n a KM en todas la
ecuaciones excepto en (2.13) que se sustituye por la ecuacio´n diferencial
ρ˙ = k1 − k2ρ, (2.19)
donde k1 y k2 son coeficientes que caracterizan los procesos de almacenamiento y
aniquilamiento de dislocaciones respectivamente.
Un enfoque “h´ıbrido” entre los modelos KM y EM se propone en [35] donde
la interaccio´n de los obsta´culos con las dislocaciones se combina con los efectos re-
lacionados con el movimiento libre de las dislocaciones. En este caso se obtiene la
siguiente ecuacio´n diferencial para la densidad media de dislocaciones ρ
ρ˙ = M
(
1
bΛ
+ k1
√
ρ− k2ρ
)
, (2.20)
donde Λ es el camino libre medio de las dislocaciones. Tanto (2.19) como (2.20) ad-
miten solucio´n anal´ıtica y el modo de determinacio´n de para´metros sigue los mismos
criterios que en el modelo KM.
Los modelos que pertenecen a esta familia son los ma´s utilizados cuando se trata
de modelizar la etapa de endurecimiento-restauracio´n dina´mica [16]. Por otro lado,
son generalizables a situaciones ma´s complejas en las que en lugar de disponer de
una u´nica variable interna se consideran dos que representan las dislocaciones mo´vi-
les y las inmo´viles. En este marco, el modelo se vuelve ma´s complejo y se emplean
algoritmos evolutivos en la identificacio´n de para´metros [36].
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2.3.2. Modelos de endurecimiento, restauracio´n y recrista-
lizacio´n
Los modelos fenomenolo´gicos diferenciales donde se tienen en cuenta los procesos
de endurecimiento por deformacio´n, restauracio´n y recristalizacio´n dina´micas suelen
disgregar la curva tensio´n deformacio´n en dos regiones diferenciadas, antes y despue´s
de un valor de deformacio´n cr´ıtica (asociada el inicio del proceso de recristalizacio´n
dina´mica). Cada una de las partes se estudia de manera separada lo que puede afectar
a la calidad de los para´metros determinados y de los ajustes obtenidos. El motivo
de esta segregacio´n se debe al hecho de que trabajar la curva tensio´n-deformacio´n
en su totalidad complica el problema matema´tico de identificacio´n de para´metros
del modelo. Sin embargo, esta divisio´n es de alguna forma artificial pues no hay
discontinuidad f´ısica durante el proceso de deformacio´n.
La primera regio´n, previa al inicio de la recristalizacio´n dina´mica, se suele es-
tudiar considerando un modelo de endurecimiento-restauracio´n, que suele coincidir
con los modelos KM o EM. En la segunda zona, la recristalizacio´n dina´mica es el
proceso metalu´rgico predominante y se acostumbra a emplear una ecuacio´n tipo
Avrami para su modelizacio´n. En concreto, la fraccio´n de volumen recristalizado X
viene dada por
X = 1− exp (Btk) , (2.21)
donde B y k son constantes y t es el tiempo, que se considera 0 al inicio del proceso
de recristalizacio´n dina´mica [37]. El comienzo de este proceso de recristalizacio´n
suele suponerse para un valor de deformacio´n cr´ıtica εc que es ligeramente inferior
a la deformacio´n de pico εp. No obstante y por motivos de simplicidad, en algunos
trabajos el inicio de recristalizacio´n dina´mica se considera coincidente con el valor
de la deformacio´n de pico [38], [39].
La ecuacio´n dada en (2.21) puede presentarse de distintas formas dependiendo
de aquel para´metro que interese determinar. Por ejemplo, se puede introducir como
para´metro el tiempo transcurrido hasta el 50 % de volumen recristalizado, t50, con
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lo que la ecuacio´n (2.21) se transforma en [38], [40]
X = 1− exp
(
−0.693
(
t
t50
)k)
, (2.22)
con k una constante que var´ıa con T y ε˙.
Otro planteamiento es establecer un formato diferencial [41], [42]
dX
dε
= kdε
nd (1−X) , X (εc) = 0, (2.23)
donde kd y nd son para´metros que var´ıan con T y ε˙.
Por u´ltimo la fraccio´n de volumen recristalizado puede expresarse en funcio´n de
la deformacio´n de pico εp [43]
X = 1− exp
(
−kd
(
ε−εc
εp
)nd)
, ε ≥ εc. (2.24)
A partir de la fraccio´n de volumen recristalizado es posible determinar la tensio´n
de fluencia como
σ = σs − (σs − σss)X, (2.25)
donde σs es la tensio´n de saturacio´n en ausencia de recristalizacio´n dina´mica (no
observable experimentalmente) y σss es la tensio´n de estado estacionario [38], [40].
Modelo de Serajzadeh
En [41], [42] se presenta el siguiente modelo para la modelizacio´n conjunta de
endurecimiento-restauracio´n-recristalizacio´n
D
R
V

σ = αµb
√
ρ
dσ
dε
= k1 (αGb)− k2σ
σ (0) = σ0
ε < εc, (2.26)
D
R
X

σ = σrec −X (σp − σrex)
dX
dε
= kdε
nd (1−Xd)
X (εc) = 0
ε > εc. (2.27)
24 Cap´ıtulo 2. Introduccio´n general
Por un lado, el sistema de ecuaciones dado en (2.26) se considera hasta la defor-
macio´n cr´ıtica de inicio de DRX, εc, al objeto de modelar la etapa de endurecimiento-
restauracio´n. La ecuacio´n diferencial es de tipo KM.
Por otro lado, la respuesta meca´nica del material debida a recristalizacio´n dina´mi-
ca se examina de manera independiente con el sistema de ecuaciones (2.27). Los
para´metros nd y kd dependen de la temperatura y la velocidad de deformacio´n, σp
es la tensio´n de pico, σrex es la tensio´n de estado estacionario debida a DRX y σrec
es la tensio´n de saturacio´n correspondiente al endurecimiento por deformacio´n. El
modelo ha sido aplicado a dos aceros de bajo y alto contenido en carbono entre 0.01
y 3 s−1.
El modelo depende de 11 para´metros: {α, µ, b, k1, k2, kd, nd, σp, σrex, σrec, εc}. La
identificacio´n de para´metros incluye la resolucio´n anal´ıtica de la ecuacio´n diferencial
y el empleo de regresio´n lineal sobre datos experimentales en escala logar´ıtmica.
Adema´s se realiza la aproximacio´n εc '0.8εp y se usan te´cnicas de extrapolacio´n de
datos para determinar σrec. Los datos experimentales necesarios para la identifica-
cio´n de los para´metros proceden de ensayos de torsio´n a T y ε˙ constantes.
Modelo de Jonas
El trabajo reciente de Jonas et al. [40] muestra un planteamiento similar al mo-
delo de Serajzadeh respecto a el ana´lisis segregado de la curva tensio´n-deformacio´n.
Se presenta el siguiente modelo
D
R
V

σ = αµb
√
ρ
dρ
dε
= h− rρ
ρ (0) = ρ0
ε < εc, (2.28)
D
R
X

σDRX = σ −∆σs
∆σs = X (σsat − σss)
X = 1− exp (−kdtnd) = 1− exp
[
−0.693
(
t
t50
)nd]
X (εc) = 0
t50 = A
′Z−qdν0 exp
(
QSRX
RT
)
ε > εc. (2.29)
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Nuevamente, el sistema de ecuaciones dado en (2.28) se considera va´lido hasta
el valor de deformacio´n cr´ıtica εc. Esta vez la variable interna ρ esta´ regida por un
modelo tipo EM. Las constantes h y r juegan el mismo papel que k1 y k2 en (2.19).
La resolucio´n del sistema (2.28) lleva a la siguiente expresio´n para la tensio´n en
ausencia de DRX:
σ =
√
σ2sat − (σ2sat − σ20) exp (−rε) (2.30)
donde σ0 es el valor inicial para la tensio´n y σsat es el valor de saturacio´n, es decir,
la tensio´n que se alcanzar´ıa en estado estacionario si el proceso de DRX no estuviera
operativo.
Por otro lado, el sistema dado en (2.29) es algebraico y permite obtener la tensio´n
en presencia de DRX, σDRX , como la diferencia entre la tensio´n σ dada en (2.30) y el
ablandamiento neto por DRX ∆σs. La tensio´n experimental en estado estacionario
es σss. La fraccio´n de volumen recristalizado X se expresa en funcio´n del tiempo
transcurrido hasta el 50 % de recristalizacio´n t50, y e´ste depende de las constantes
A
′
, q y ν, del para´metro de Zener-Hollomon Z, del taman˜o de grano inicial d0 y
de la energ´ıa de activacio´n de recristalizacio´n esta´tica QSRX . El valor de kd y nd se
consideran constantes si bien pueden variar con la temperatura y la velocidad de
deformacio´n. La inclusio´n del para´metro t50 ha sido considerada en otros trabajos
de igual modo [38].
El modelo de Jonas ha sido aplicado con e´xito a 26 curvas tensio´n-deformacio´n
de 11 aceros distintos con velocidades de deformacio´n variando entre 0.1 y 1.5 s−1.
El modelo depende de 16 para´metros: {σsat, σ0, r, h, ρ0, t50, n, A′, q, ν, QSRX , σss,
α, µ, b, εc}.Su identificacio´n incluye la resolucio´n anal´ıtica de la ecuacio´n diferen-
cial y te´cnicas de regresio´n lineal sobre datos experimentales en escala logar´ıtmica.
Adema´s se realizan estimaciones basadas en datos de bibliograf´ıa y extrapolacio´n
de datos para determinar σsat. Los datos experimentales proceden de ensayos de
torsio´n a T y ε˙ constantes.
Un planteamiento similar al de Jonas se presenta en [43] aplicado a un acero
42CrMo con velocidades de deformacio´n variando entre 0.01 y 50 s−1.
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Modelo de Lin-Zhou
Existen modelos ma´s complejos que los anteriores y que desde un punto de
vista fenomenolo´gico modelizan la respuesta meca´nica del material a deformacio´n
en caliente. El modelo propuesto por Lin y colaboradores [44] es uno de ellos. Este
modelo considera los feno´menos de endurecimiento por deformacio´n, restauracio´n y
recristalizacio´n dina´mica actuando de una manera conjunta. Adema´s, incorpora los
efectos del taman˜o de grano y de la restauracio´n y recristalizacio´n esta´ticas.
Este modelo esta´ formado por una ecuacio´n constitutiva tipo Garofalo y cinco
variables internas regidas por cinco ecuaciones diferenciales. Ha sido aplicado con
e´xito a un acero C-Mn en velocidades de deformacio´n entre 0.5 y 5 s−1.
El modelo depende de 19 para´metros que se determinan aplicando un algoritmo
de optimizacio´n evolutivo. Los datos experimentales proceden de ensayos de torsio´n
a T y ε˙ constantes.
En [45] se realiza un planteamiento similar al expuesto por Lin y Zhou. En este
caso el modelo involucra 17 para´metros y su determinacio´n se realiza nuevamente
empleando un algoritmo evolutivo.
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Cap´ıtulo 3
Materiales y me´todo experimental
En esta tesis se han considerado cuatro materiales, una aleacio´n de Aluminio y
tres aceros de distintas caracter´ısticas, cuya respuesta meca´nica a la deformacio´n ha
sido evaluada empleando ensayos de torsio´n en caliente a alta temperatura y alta
velocidad de deformacio´n. Se exponen a continuacio´n la composicio´n y caracter´ısticas
generales de los materiales estudiados. Adema´s, se ha realizado una recopilacio´n
bibliogra´fica sobre las propiedades meca´nicas, f´ısicas, te´rmicas y de microestructura
que sera´n empleadas junto a otros para´metros para realizar el ana´lisis multivariante
de datos en el Cap´ıtulo 6. Por u´ltimo, se describen las probetas de torsio´n empleadas
y los protocolos seguidos en la realizacio´n de los ensayos.
3.1. Composicio´n y caracter´ısticas generales de
los materiales de partida
3.1.1. Aleacio´n de Aluminio AA3005
La composicio´n de la aleacio´n de Aluminio estudiada se muestra en la Tabla 1.
Si Fe Cu Mn Mg Cr Zn Ti
AA3005 0.12 0.39 0.008 1.12 0.55 0.007 0.01 0.005
Tabla 1. Composicio´n qu´ımica de la aleacio´n AA3005.
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El estudio de composicio´n se realizo´ en el Laboratorio de Ana´lisis Qu´ımico del
CENIM.
Esta aleacio´n puede encontrar aplicacio´n pra´ctica en la fabricacio´n de persianas,
depo´sitos presurizados, tanques de almacenamiento y tubos de riego.
Se trata de una aleacio´n de la familia 3xxx [1] para forja de Aluminio en la que el
Manganeso es el principal componente aleado. Este tipo de aleaciones es ampliamen-
te empleada en la fabricacio´n de la´minas y chapas debido a que combinan buenas
propiedades de resistencia espec´ıfica, conformabilidad, soldabilidad y resistencia a
la corrosio´n [2].
Se exponen a continuacio´n las propiedades meca´nicas, f´ısicas, te´rmicas y de mi-
croestructura recopiladas para esta aleacio´n. Las Tablas 2, 4 y 6 se muestran con el
u´nico propo´sito de definir las propiedades consideradas, sus s´ımbolos y unidades de
medida.
Propiedades meca´nicas. Las propiedades meca´nicas se han obtenido de [3]
(pp. 56, 57) y [4] y se exponen en la Tabla 3. Algunos datos se han tomado de las
aleaciones AA3004 y AA3105 que son similares en muchos aspectos.
Propiedades meca´nicas
L´ımite
ela´stico 20 ◦C
L´ımite
ela´stico Tmı´n
Mo´dulo
ela´stico 20 ◦C
σY (MPa) σY,Tmı´n (MPa) E20 (GPa)
Mo´dulo
ela´stico a T
Tensio´n
u´ltima 20◦C
Mo´dulo
cizalla 20◦C
ET (GPa) σu,20 (MPa) µ20 (GPa)
Coeficiente
Poisson 20◦C
Tensio´n u´ltima
de cizalla 20◦C
Dureza
HB
ν20 τ 20 (MPa) HB
Tabla 2. Propiedades meca´nicas consideradas, s´ımbolos y unidades.
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Propiedades meca´nicas para AA3005
σY (MPa) σY,Tmı´n (MPa) E20 (GPa) σu,20 (MPa)
130 40 69 150
µ20 (GPa) ν20 τ 20 (MPa) HB
25 0.33 97 49
TH 0.61 0.64 0.67 0.69 0.72
ET (GPa) 61 59 57 55 53
Tabla 3. Propiedades meca´nicas estimadas para AA3005.
Propiedades f´ısicas y te´rmicas. Las propiedades f´ısicas y te´rmicas de la alea-
cio´n AA3005 se han obtenido de [3] (pp. 86, 87) y [5] (pp. 14-3) y se exponen en
la Tabla 5. Se han empleado datos de las aleaciones AA3004, AA3105 y el calor
espec´ıfico a alta temperatura procede de datos de Aluminio puro.
Propiedades f´ısicas y te´rmicas
Temperatura
fusio´n so´lido
Temperatura
fusio´n l´ıquido
Coeficiente expansio´n
te´rmica 20 ◦C
Densidad
20 ◦C
Tm,s (
◦C) Tm,l (◦C) α20 (µmm−1K−1) ρ20 (kgm
−3)
Calor
espec´ıfico 20 ◦C
Calor
espec´ıfico a T
Conductividad
te´rmica 20◦C
Cp,20 (Jkg
−1K−1) Cp,T (Jkg
−1K−1) k20 (Wm−1K−1)
Tabla 4. Propiedades f´ısicas y te´rmicas consideradas, s´ımbolos y unidades.
Propiedades f´ısicas y te´rmicas para AA3005
Tm,s (
◦C) Tm,l (◦C) α20 (µmm−1K−1)
638 657 25.1
ρ20 (kgm
−3) Cp,20 (Jkg
−1K−1) k20 (Wm−1K−1)
2710 893 162
TH 0.61 0.64 0.67 0.69 0.72
Cp,T (Jkg
−1K−1) 1022 1033 1045 1056 1068
Tabla 5. Propiedades f´ısicas y te´rmicas estimadas para AA3005.
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Para´metros de microestructura. Estos para´metros se muestran en las Tabla
7. El taman˜o de grano antes de torsio´n se ha medido en el CENIM en banco meta-
logra´fico y por el me´todo de interceptacio´n de acuerdo con la norma espan˜ola UNE
7-280-72 que se corresponde con la norma internacional ISO-R 643-67. El para´metro
de red se ha establecido de [3] (pp.1117) y corresponde con el Aluminio puro. El
vector de Burgers de [6] (Tabla 4.1) corresponde con el Aluminio puro. El volumen
ato´mico tambie´n es el del Aluminio. Por u´ltimo, la energ´ıa de falta de apilamiento
se ha determinado de [7].
Para´metros de microestructura
Taman˜o
grano inicial
Vector
Burgers
Distancia planos
deslizamiento
d0 (µm) b (A˚) d (A˚)
Para´metro
de red a
Volumen
ato´mico
Energ´ıa falta
apilamiento
a (A˚) Ω (cm3mol−1) SFE (mJm−2)
Tabla 6. Para´metros de microestructura considerados, s´ımbolos y unidades.
Para´metros de microestructura para AA3005
d0 (µm) b (A˚) d (A˚)
20 2.86 2.35
a (A˚) Ω (cm3mol−1) SFE (mJm−2)
4.07 10 200
Tabla 7. Para´metros de microestructura estimados para AA3005.
3.1.2. Acero de ultra alto contenido en Carbono UHC-1.3 %C
La composicio´n de este acero se muestra en la Tabla 8.
C Mn Si Cr
UHC−1.3 %C 1.3 0.5 0.51 0.22
Tabla 8. Composicio´n qu´ımica del acero de ultra alto contenido en Carbono.
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El ana´lisis fue realizado en el Laboratorio de Ana´lisis Qu´ımico del CENIM.
Se trata de un acero experimental que se esta´ intentando aplicar a la fabricacio´n
de mallas de cubiertas de automo´vil [8].
La familia de los aceros hipereutectoides o de ultra alto contenido en Carbono
fueron inicialmente desarrollados en la Universidad de Standford por el Profesor
O.D. Sherby y colaboradores a mediados de la de´cada de los setenta [9]. Este tipo de
aceros han sido estudiados en centros espan˜oles como el CENIM e INASMET [10]. Se
caracterizan por una alta resistencia a temperatura ambiente y buenas propiedades
de dureza, ductilidad y resistencia al desgaste [11]. Adema´s, estos aceros modernos
tienen conexio´n en cuanto a su composicio´n con antiguos aceros como el de Damasco
que se emplearon en la Edad Media en la fabricacio´n de espadas [12].
Se exponen a continuacio´n las propiedades meca´nicas, f´ısicas, te´rmicas y de mi-
croestructura recopiladas para este acero.
Propiedades meca´nicas. Las propiedades meca´nicas de este acero se han ob-
tenido de [13], [14], [15] y [16] (ver Tabla 9). El l´ımite ela´stico y la tensio´n u´ltima
se han tomado del acero AISI 1095 que es similar en estos aspectos.
Propiedades meca´nicas para UHC-1.3 %C
σY (MPa) σY,Tmı´n (MPa) E20 (GPa) σu,20 (MPa)
379,2 90 200 656.7
µ20 (GPa) ν20 τ 20 (MPa) HB
77.5 0.29 425 192
TH 0.68 0.70 0.73 0.76 0.79 0.81
ET (GPa) 91 87 84 81 78 75
Tabla 9. Propiedades meca´nicas estimadas para acero UHC-1.3 %C.
Propiedades f´ısicas y te´rmicas. Las propiedades f´ısicas y te´rmicas de este
acero se han obtenido de [5] (pp. 14-31) y [17] (ver Tabla 10). Se han tomado datos
del acero AISI 1095 y de un acero de alto contenido en carbono para completar
la Tabla 10. Las temperaturas de fusio´n de so´lido y l´ıquido se han obtenido del
diagrama de fases Hierro-Carbono.
38 Cap´ıtulo 3. Materiales y me´todo experimental
Propiedades f´ısicas y te´rmicas para UHC-1.3 %C
Tm,s (
◦C) Tm,l (◦C) α20 (µmm−1K−1)
1290 1425 14.3
ρ20 (kgm
−3) Cp,20 (Jkg
−1K−1) k20 (Wm−1K−1)
7840 445 45.2
TH 0.68 0.70 0.73 0.76 0.79 0.81
Cp,T (Jkg
−1K−1) 670 670 670 670 670 670
Tabla 10. Propiedades f´ısicas y te´rmicas estimadas para el acero UHC-1.3 %C.
Para´metros de microestructura. Se muestran en la Tabla 11. El vector de
Burgers se ha tomado de [6] (Tabla 4.1) para el hierro gamma. La energ´ıa de falta
de apilamiento de [11]. El para´metro de red, que permite calcular la distancia entre
planos de deslizamiento de [18], y el volumen ato´mico se ha tomado del hierro. El
taman˜o de grano se ha determinado con la misma te´cnica que en la aleacio´n AA3005.
Para´metros de microestructura para UHC-1.3 %C
d0 (µm) b (A˚) d (A˚)
125 2.58 2.12
a (A˚) Ω (cm3mol−1) SFE (mJm−2)
3.67 7.1 132
Tabla 11. Para´metros de microestructura estimados para el acero UHC-1.3 %C.
3.1.3. Acero de alto contenido en Nitro´geno HNS
La composicio´n del acero de alto contenido en Nitro´geno HNS se presenta en la
Tabla 12.
C N Mn Cr Mo
HNS 0.34 0.33 0.45 16.2 1.1
Tabla 12. Composicio´n del acero de alto contenido en Nitro´geno HNS.
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Se trata de un acero comercial que se designa como Cronidur R©30. Es un acero
martens´ıtico endurecido por temple y que tambie´n puede endurecerse por cemen-
tacio´n por induccio´n. Se caracteriza por una estructura homoge´nea de pequen˜os
precipitados dispersos de part´ıculas de nitruros y carburos (<50 µm) [19] (pp. 10).
La presencia de Nitrogeno proporciona al acero diversas ventajas frente al Carbono
[20], [21], pues el Nitro´geno: 1) proporciona un endurecimiento por solucio´n so´lida
ma´s efectivo que el Carbono, 2) es un fuerte estabilizador de austenita, 3) tiene
mayor solubilidad en so´lidos que el Carbono y por tanto se disminuye la tendencia
de precipitacio´n, 4) disminuye la corrosio´n por picaduras.
El acero de alto contenido en Nitro´geno estudiado tiene aplicaciones en la inge-
nier´ıa aerona´utica. Se ha empleado en los motores principales de los transbordadores
espaciales y en rodamientos en aviones comerciales [19] (pp. 9).
Se exponen a continuacio´n las propiedades meca´nicas, f´ısicas, te´rmicas y de mi-
croestructura recopiladas para este acero.
Propiedades meca´nicas. Se exponen en la Tabla 13. El l´ımite ela´stico a 20 oC
y la tensio´n u´ltima se toman de [22] (pp. 11). El l´ımite ela´stico a la temperatura
mı´nima se estima de un acero inoxidable martens´ıtico [23] (pp. 1462). El coeficiente
de Poisson se obtiene de [24]. El mo´dulo de cizalla se estima del mo´dulo ela´stico y
el coeficiente de Poisson. La tensio´n u´ltima de cizalla a 20 oC se estima basa´ndonos
en la tensio´n u´ltima a esa temperatura (τ 20 '0.75σu,20). La dureza HRB se toma de
un acero de alto contenido en Nitro´geno [25]. El mo´dulo ela´stico con la temperatura
se estima de manera teo´rica de [6] (Tabla 8.1) con datos de un acero inoxidable.
Propiedades meca´nicas estimadas para HNS
σY (MPa) σY,Tmı´n (MPa) E20 (GPa) σu,20 (MPa)
960 200 224 1100
µ20 (GPa) ν20 τ 20 (MPa) HB
83.4 0.3 825 210
TH 0.65 0.69 0.73 0.77 0.81
ET (GPa) 150 143 135 127 119
Tabla 13. Propiedades meca´nicas estimadas para el acero de alto contenido en
Nitro´geno HNS.
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Propiedades f´ısicas y te´rmicas. Se muestran en la Tabla 14. Las temperaturas
de fusio´n se obtienen de [22] (pp.11). El coeficiente de expansio´n te´rmica, el calor
espec´ıfico a 20 ◦C y la conductividad te´rmica de [5] (pp. 14.35) y [26] (pp. 9.9).
Estas propiedades se han obtenido de otros aceros de composicio´n qu´ımica similar.
Por u´ltimo, la densidad y el calor espec´ıfico con la temperatura se toman de [19]
(pp.67).
Propiedades f´ısicas y te´rmicas para HNS
Tm,s (
◦C) Tm,l (◦C) α20 (µmm−1K−1)
1400 1450 11.1
ρ20 (kgm
−3) Cp,20 (Jkg
−1K−1) k20 (Wm−1K−1)
7900 472 22.6
TH 0.65 0.69 0.73 0.77 0.81
Cp,T (Jkg
−1K−1) 800 800 800 800 800
Tabla 14. Propiedades f´ısicas y te´rmicas estimadas para el acero de alto contenido
en Nitro´geno HNS.
Para´metros de microestructura. Se muestran en la Tabla 15. El taman˜o de
grano inicial se ha determinado por el me´todo de interceptacio´n en la Universidad de
Ancona de acuerdo con la norma internacional. El vector de Burgers y el volumen
ato´mico se aproximan por su valor en hierro gamma. El para´metro de red se ha
tomado de [21] donde se estudia un acero de propiedades similares. La energ´ıa de
falta de apilamiento se ha obtenido de [27] para un acero de alto contenido en
Nitro´geno.
Para´metros de microestructura para HNS
d0 (µm) b (A˚) d (A˚)
30 2.58 2.12
a (A˚) Ω (cm3mol−1) SFE (mJm−2)
3.67 7.1 22.27
Tabla 15. Para´metros de microestructura estimados para el acero de alto contenido
en Nitro´geno HNS.
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3.1.4. Acero super duplex SA
La composicio´n del acero super duplex se muestra en la Tabla 16
C Mn Si Cr Mo Ni Cu N
SA 0,025 1,64 0,46 23,5 3,25 5,5 0,17 0,18
Tabla 16. Composicio´n qu´ımica del acero super duplex.
El ana´lisis fue realizado en el Laboratorio de Ana´lisis Qu´ımico del CENIM.
Se trata de un acero que no tiene denominacio´n esta´ndar. El ı´ndice PREN1 de
este acero (Pitting Resistance Equivalent Number) es de 37.1. Es pro´ximo a 40 y
por la presencia de otros aleantes se puede considerar que este acero pertenece a la
familia de los aceros super duplex. La aplicacio´n usual de este acero es en tuber´ıas de
altas prestaciones. Adema´s, por sus caracter´ısticas, puede tener potencial aplicacio´n
en la industria marina, qu´ımica, alimentaria y farmace´utica [28].
Los aceros super duplex constituyen una familia dentro de los aceros inoxidables
y se desarrollaron en la de´cada de los noventa. Este tipo de aceros destacan por
combinar una excelente resistencia a la corrosio´n, alta resistencia meca´nica y buenas
caracter´ısticas de conformado y mecanizado [28], [29].
Se exponen a continuacio´n las propiedades meca´nicas, f´ısicas, te´rmicas y de mi-
croestructura recopiladas para este acero.
Propiedades meca´nicas. El l´ımite ela´stico a 20 ◦C y a temperatura mı´nima,
el mo´dulo ela´stico a 20 ◦C y la tensio´n u´ltima se obtienen de [22] (pp. 33, 489,
508) considerando distintos aceros duplex de composicio´n similar. El coeficiente de
Poisson se toma de [30] para un acero duplex. El mo´dulo de cizalla se estima con
el mo´dulo ela´stico y el coeficiente de Poisson. El mo´dulo ela´stico dependiente de
la temperatura se extrapola de [22] (pp. 489) con datos de un acero duplex. La
tensio´n u´ltima de cizalla a 20 oC se estima con la tensio´n u´ltima a esta temperatura
(τ 20 '0.7σu,20). La dureza se obtiene de [23] (pp. 1332).
1PERN=%Cr+3.3%Mo+16%N
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Propiedades meca´nicas estimadas para acero SA
σY (MPa) σY,Tmı´n (MPa) E20 (GPa) σu,20 (MPa)
485 100 193 620
µ20 (GPa) ν20 τ 20 (MPa) HB
74 0.33 435 286
TH 0.62 0.65 0.68 0.70 0.73 0.76 0.79 0.81
ET (GPa) 130 126 122 118 114 110 106 102
Tabla 17. Propiedades meca´nicas estimadas para el acero super duplex.
Propiedades f´ısicas y te´rmicas. Las temperaturas de fusio´n, el coeficiente
de expansio´n te´rmica y la conductividad te´rmica se obtienen de [22] (pp. 10, 489 y
490) considerando diferentes aceros inoxidables de composicio´n similar. La densidad
y el calor espec´ıfico se toman de [5] (pp. 14-36) para un acero altamente aleado de
composicio´n similar al estudiado. El calor espec´ıfico a alta temperatura se obtiene
de [31] para una acero inoxidable.
Propiedades f´ısicas y te´rmicas para acero SA
Tm,s (
◦C) Tm,l (◦C) α20 (µmm−1K−1)
1405 1445 13
ρ20 (kgm
−3) Cp,20 (Jkg
−1K−1) k20 (Wm−1K−1)
7750 460 21.5
TH 0.62 0.65 0.68 0.70 0.73 0.76 0.79 0.81
Cp,T (Jkg
−1K−1) 600 615 630 645 660 675 690 705
Tabla 18. Propiedades f´ısicas y te´rmicas estimadas para el acero super duplex.
Para´metros de microestructura. La energ´ıa de falta de apilamiento se ob-
tiene de [28] aplicando una ecuacio´n que depende de la composicio´n del acero. El
para´metro de red de la fase austen´ıtica se toma de [32] para un acero duplex. El vec-
tor de Burgers y el volumen ato´mico se consideran el del hierro gamma. El taman˜o
de grano se ha determinado como en la aleacio´n de Aluminio y el acero UHC-1.3 %.
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Para´metros de microestructura para acero SA
d0 (µm) b (A˚) d (A˚)
60 2.58 2.09
a (A˚) Ω (cm3mol−1) SFE (mJm−2)
3.61 7.1 24.7
Tabla 19. Para´metros de microestructura estimados para el acero super duplex.
3.2. El ensayo de torsio´n
Los ensayos de torsio´n son particularmente adecuados para evaluar la respues-
ta a la deformacio´n pla´stica de los materiales estudiados. Sus principales ventajas
frente a los ensayos de tensio´n o compresio´n residen en [33], [34]: 1) la obtencio´n de
grandes deformaciones sin inestabilidades pla´sticas asociadas a la manera de aplicar
los esfuerzos (estriccio´n, abarrilamiento. . . ) y 2) la posibilidad de trabajar con altas
velocidades de deformacio´n, del orden de aquellas que se desarrollan en los procesos
industriales.
Los ensayos de torsio´n para la aleacio´n de Aluminio AA3005, el acero UHC-
1.3 %C y el acero super duplex se han realizado en un banco de torsio´n en caliente
SETARAM que esta´ localizado en el CENIM en Madrid (ver Figura 1).
La ma´quina SETARAM desarrolla velocidades de rotacio´n entre 150 y 2400
rpm (revoluciones por minuto). Para el taman˜o de la probeta utilizada (ver punto
siguiente), este rango de rotacio´n equivale a velocidades de deformacio´n generalizada
que var´ıan entre 2 y 25.6 s−1, por lo que se cubre un amplio rango de esta variable
de conformado.
En cuanto a la variable temperatura la ma´quina abarca tambie´n un amplio rango.
Utilizando el equipo esta´ndar, es posible trabajar a temperaturas comprendidas
entre 650 ◦C y 1300◦C, pero este rango se puede variar utilizando el software y el
piro´metro adecuados. Sirvie´ndonos de esta posibilidad, la aleacio´n de AA3005 fue
deformada a menor temperatura (entre 300 ◦C y 400 ◦C) ya que tiene un punto de
fusio´n menor que los aceros.
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Figura 1. Banco de torsio´n SETARAM del CENIM, Madrid.
Por otro lado, el acero de alto contenido en Nitro´geno HNS ha sido ensayado
en una ma´quina de torsio´n espec´ıficamente desarrollada a tal efecto por el Depar-
tamento de Ingenier´ıa Meca´nica de la Universidad Polite´cnica del Marche´, Ancona,
Italia.
Esta ma´quina de torsio´n cubre tambie´n amplios rangos de las variables de con-
formado. En concreto, la velocidad de rotacio´n puede variar entre 0.2 y 250 rpm.
Con este rango y para el taman˜o de probeta utilizado en el acero HNS (ver punto
siguiente) se cubren velocidades de deformacio´n generalizada entre 0.004 y 5 s−1, si
bien el acero HNS ha sido ensayado entre 0.005 y 5 s−1 segu´n se detalla ma´s adelan-
te. El rango de variacio´n de esta ma´quina de torsio´n para la variable temperatura
comprende entre 100 y 1300 ◦C.
Se describe a continuacio´n la geometr´ıa de las probetas de torsio´n y el protocolo
de actuacio´n y las condiciones de conformado consideradas en los ensayos de torsio´n
realizados.
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3.2.1. Las probetas para la torsio´n
La Figura 2 muestra un croquis de las probetas cil´ındricas utilizadas en la ma´qui-
na de torsio´n SETARAM cuya longitud efectiva y radio son de 17 mm y 3 mm
respectivamente. La aleacio´n AA3005, el acero UHC-1.3 %C y el acero super duplex
SA fueron torsionados empleando el tipo de probeta de la Figura 2. Por otro lado,
la Figura 3 muestra el plano de las probetas cil´ındricas ensayadas en la ma´quina
localizada en la Universidad Polite´cnica del Marche´ donde la longitud efectiva es de
15 mm y el radio es de 5 mm. El acero HNS fue deformado a torsio´n utilizando el
tipo de probeta mostrado en la Figura 3.
Figura 2. Plano de fabricacio´n de la probeta cil´ındrica empleada en la ma´quina
SETARAM.
Figura 3. Plano de fabricacio´n de la probeta cil´ındrica utilizada en la ma´quina de
torsio´n de la Universidad Polite´cnica del Marche´.
Todas las probetas de torsio´n fueron obtenidas a partir del mecanizado de lin-
gotes forjados a modo de palanquilla de distintas dimensiones dependiendo del ma-
terial. A su vez, estos lingotes se obtuvieron de la colada y posterior solidificacio´n
de las aleaciones en el molde correspondiente.
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3.2.2. Protocolo y condiciones de conformado consideradas
en los ensayos de torsio´n
Para ambas ma´quinas, el procedimiento esta´ndar que se aplica en la realizacio´n
de los ensayos de torsio´n es (ver Figura 4):
1. La probeta se coloca en los agarres de la ma´quina. Uno de los agarres esta´ unido
a un extremo fijo y el otro acoplado al eje de un motor que aplicara´ el par
necesario para el giro
2. La probeta se calienta de manera progresiva con un horno de induccio´n hasta
cierta temperatura (5 minutos aproximadamente). Esta temperatura es igual
a la temperatura de ensayo en los materiales ensayados en la ma´quina SETA-
RAM e igual a 1200 ◦C en el caso del acero HNS.
3. Esta temperatura se mantiene durante 10 minutos para estabilizar microes-
tructuralmente el material. (15 minutos en los ensayos realizados en la ma´quina
SETARAM).
4. Transcurrido este tiempo, se disminuye la temperatura de la probeta (bajando
el aporte de calor) suavemente hasta alcanzar la temperatura de ensayo (2
min. aprox.).
5. La probeta se mantiene a esa temperatura durante otros 5 minutos.
6. Se realiza la torsio´n de la probeta a la velocidad de rotacio´n prefijada.
Los pasos 4 y 5 no se tienen en cuenta en la ma´quina SETARAM, es decir desde
el paso 3 se pasa directamente al paso 6.
Ambas ma´quinas de torsio´n toman lecturas de los valores de par y de nu´mero de
vueltas de la probeta cada 5 ms aproximadamente, lo que permite definir el ensayo
de una manera precisa.
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5 min
10 min
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Torsión de la
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5 min
Paso 2 Paso 3 Paso 4 Paso 5 Paso 6
Figura 4. Evolucio´n de la temperatura con el tiempo en los ensayos de torsio´n.
Durante la realizacio´n del ensayo, la probeta se introduce en el interior de un
tubo de silicio por donde circula continuamente una corriente de argo´n o helio que
minimiza los efectos de oxidacio´n del material.
Adema´s, durante todo el proceso se realizan continuamente medidas de tempe-
ratura a trave´s de un piro´metro que sirven para la regulacio´n automa´tica del horno
de induccio´n que aporta calor a la probeta.
Finalmente, se concretan las condiciones de conformado y el nu´mero de ensayos
realizados en cada material.
En la aleacio´n de Aluminio AA3005 se realizaron 18 ensayos, con temperaturas
comprendidas entre 300 ◦C y 400 ◦C e intervalos de 50 ◦C. Se seleccionaron cuatro
velocidades de rotacio´n (en rpm): 198, 470, 940 y 2250, lo que equivale en te´rminos
de velocidad de deformacio´n equivalente (en s−1) a 2.1, 5, 10 y 24 respectivamente
(ver ecuacio´n 4.7 del Cap´ıtulo 4).
En el acero de ultra alto contenido en Carbono UHC-1.3 %C se torsionaron 26
probetas con temperaturas comprendidas entre 900 ◦C y 1200 ◦C en intervalos de
50 ◦C. Las velocidades de rotacio´n (en rpm) fueron de 187, 470, 940 y 2400, que
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corresponde en velocidades de deformacio´n equivalente (en s−1) a 2, 5, 10 y 25.6
respectivamente.
En el acero de alto contenido en Nitro´geno HNS se realizaron 17 ensayos y la
temperatura vario´ entre 900 ◦C y 1200 ◦C en intervalos de 75 ◦C. Las velocidades
de rotacio´n (en rpm) fueron de 0.248, 2.481, 24.81 y 248.1, que se asocian con las
velocidades de deformacio´n equivalente (en s−1) 0.005, 0.05, 0.5 y 5 respectivamente.
Por u´ltimo, en el acero super duplex SA se realizaron 45 ensayos, con tempera-
turas comprendidas entre 850 ◦C y 1200 ◦C e intervalos de 50 ◦C. Se seleccionaron
siete velocidades de rotacio´n (en rpm): 198, 470, 940, 1400, 1880, 2250 y 2400, lo
que equivale en te´rminos de velocidad de deformacio´n equivalente (en s−1) a 2.1, 5,
10, 15, 20, 24 y 25.6 respectivamente.
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Cap´ıtulo 4
Tratamiento de datos
experimentales de torsio´n para la
obtencio´n de curvas
tensio´n-deformacio´n isotermas
4.1. Introduccio´n
El tratamiento de los datos experimentales procedentes de ensayos de torsio´n
tiene como objetivo obtener curvas tensio´n-deformacio´n isotermas. El tratamiento
de datos se divide generalmente en dos partes que se realizan de manera secuencial:
La conversio´n de datos que consiste en la transformacio´n de los datos experi-
mentales de ma´quina a variables f´ısicas generalizadas (tensio´n, deformacio´n y
velocidad de deformacio´n equivalentes).
La correccio´n por calentamiento adiaba´tico que trata de subsanar la distorsio´n
en la tensio´n que se produce como consecuencia del inherente aumento de
temperatura de la probeta durante la realizacio´n del ensayo de torsio´n.
La conversio´n y correccio´n de datos de torsio´n juegan un papel principal en el
estudio de la deformacio´n en caliente de los materiales, pues de la aplicacio´n de estos
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procesos se obtienen los datos experimentales que sirven como soporte para cualquier
modelizacio´n posterior que se realice. No obstante, y segu´n se detalla en el desarrollo
de este cap´ıtulo, es usual encontrar estudios en la bibliograf´ıa que realizan ciertas
aproximaciones que pueden llevar a la obtencio´n de curvas tensio´n-deformacio´n con
cierto error. Estas aproximaciones se suelen asumir para simplificar las cuestiones
matema´ticas asociadas a la conversio´n de datos. Adema´s, en ocasiones la correccio´n
de calentamiento adiaba´tico ni siquiera es tenida en cuenta. Es por ello, que en este
cap´ıtulo se han disen˜ado me´todos matema´ticos adecuados para el tratamiento de
datos de torsio´n que tienen por objeto la obtencio´n de curvas tensio´n-deformacio´n
isotermas con el menor error posible. Asimismo, estos me´todos matema´ticos se han
implementado en el entorno Matlab para automatizar el proceso de tratamiento de
datos de torsio´n.
4.2. Conversio´n de datos de torsio´n
Un ensayo de torsio´n se realiza a una velocidad de rotacio´n N˙ constante, y a una
temperatura inicial T0 dada. En estas condiciones, las mediciones experimentales
consisten en la toma de los valores de nu´mero de vueltas N˜i, y del par ejercido
por la ma´quina de torsio´n Γ˜i, en la probeta. Los puntos experimentales
(
N˜i, Γ˜i
)
constituyen la curva Γ−N .
El proceso de conversio´n de datos consiste en transformar estas medidas en
variables f´ısicas generalizadas o equivalentes. En concreto, los datos de ma´quina par
Γ˜i, nu´mero de vueltas N˜i y la velocidad de rotacio´n N˙ se convierten en, tensio´n σi,
deformacio´n εi y velocidad de deformacio´n ε˙ equivalentes. Se construye as´ı la curva
tensio´n-deformacio´n (curva σ − ε) que representa la respuesta meca´nica a torsio´n
del material para las condiciones fijadas en ese ensayo (ver Figura 1).
Realizar la conversio´n de datos de torsio´n no es trivial en plasticidad pues existen
diferentes fo´rmulas para realizar tal conversio´n [1]. La fo´rmula de Fields-Backofen1
[2] es la ma´s utilizada por los investigadores para obtener la tensio´n de cizalla τ
1En el Anexo A se expone en detalle el planteamiento que conduce a la expresio´n (4.1).
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Figura 1. Representacio´n esquema´tica del proceso de conversio´n de datos para un
ensayo de torsio´n.
a partir de los datos de par Γ
τ =
Γ
2piR3
(3 + n′ +m′) (4.1)
con
n′ =
∂ ln Γ
∂ lnN
∣∣∣∣
N˙,T
(4.2)
m′ =
∂ ln Γ
∂ ln N˙
∣∣∣∣
N,T
(4.3)
y R el radio de la probeta cil´ındrica torsionada. Los para´metros n′ y m′ se denominan
endurecimiento por deformacio´n y sensibilidad a la velocidad de deformacio´n para el
par Γ respectivamente. El para´metro n′ es la pendiente instanta´nea de la curva ln Γ-
lnN con la velocidad de rotacio´n N˙ y la temperatura T constantes. Ana´logamente,
el para´metro m′ se corresponde con la pendiente instanta´nea de la curva ln Γ− ln N˙
con el nu´mero de vueltas N y T constantes.
Generalmente, la aplicacio´n del me´todo de Fields-Backofen como fo´rmula de
conversio´n de datos de torsio´n se realiza asumiendo ciertas aproximaciones. En con-
creto, los para´metros n′ y m′ se suelen considerar constantes del material. As´ı, al
para´metro n′ se le asigna un valor cero y m′ se estima con algunos datos de ln Γ
y ln N˙ en estado estacionario, de otros aceros de similares caracter´ısticas o incluso
fija´ndolo como cero. Ejemplos de estas aproximaciones se pueden encontrar en los
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siguientes trabajos [3], [4], [5], [6]. Esta manera de proceder se considera aceptable
para datos en estado estacionario, pero afecta en gran medida a la parte transitoria
de la deformacio´n pudiendo llegar a invalidar los resultados obtenidos [7] (pp. 94).
Por otro lado, existen trabajos en que se ha asumido la variacio´n de los para´metros
n′ y m′ con las variables de conformado. Por ejemplo en [8] se emplean series de
Fourier y desarrollos hiperbo´licos para considerar la variacio´n de n′ y m′.
En este cap´ıtulo se ha disen˜ado un nuevo planteamiento matema´tico para deter-
minar la variacio´n de n′ y m′ con las variables de conformado segu´n se detalla en la
seccio´n siguiente.
Una vez obtenida la tensio´n de cizalla τ el siguiente paso es obtener la tensio´n
equivalente. Los me´todos usuales para la obtencio´n de la tensio´n equivalente a partir
de la tensio´n de cizalla son ba´sicamente dos: el criterio de von Mises y el de Tresca.
E´stos se definen por las siguientes expresiones respectivamente
σvM =
√
3τ , (4.4)
σTr = 2τ . (4.5)
La diferencia entre ambos me´todos se pone de manifiesto en el valor absoluto
de la tensio´n equivalente, mientras que no influye en la forma relativa de la curvas
tensio´n deformacio´n [9].
Por otro lado, con respecto a la obtencio´n de la deformacio´n y la velocidad de
deformacio´n equivalentes, se dispone de dos me´todos principales para su obtencio´n
a partir del nu´mero de vueltas N y la velocidad de rotacio´n N˙ : el me´todo de von
Mises y el de Eichinger. Por un lado, de acuerdo con el me´todo de von Mises se
aplican las siguientes expresiones
ε =
γ√
3
=
2piR√
3L
N (4.6)
ε˙ =
γ˙√
3
=
2piR√
3L
N˙. (4.7)
con L la longitud de la probeta cil´ındrica torsionada y γ y γ˙ la deformacio´n y
velocidad de deformacio´n de cizalla respectivamente.
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El me´todo alternativo de Eichinger emplea las siguientes relaciones [10]:
ε∗i =
2√
3
sinh−1 (aN) =
2√
3
ln
(
aN +
√
1 + a2N2i
)
(4.8)
ε˙∗i =
2√
3
aN˙√
1 + a2N2i
(4.9)
con a = piR
L
.
Existen diferencias sustanciales entre ambos me´todos. Comparando las ecuacio-
nes (4.6) y (4.8) se observa que la deformacio´n equivalente asociada a un determinado
valor de N , es mayor por el me´todo de von Mises que por el de Eichinger. Este he-
cho es ma´s relevante segu´n N aumenta y por tanto, el me´todo de Eichinger reduce
fuertemente la deformacio´n ma´xima o de fractura en comparacio´n con el me´todo de
von Mises. Por otro lado, examinando las ecuaciones (4.7) y (4.9) se observa que
el me´todo de von Mises asocia un valor constante para la velocidad de deforma-
cio´n ε˙ si se considera que la velocidad de rotacio´n del ensayo de torsio´n es tambie´n
constante; en cambio, ese mismo ensayo ser´ıa a velocidad de deformacio´n variable si
se selecciona el me´todo de Eichinger. Finalmente, existen autores que defienden el
me´todo de von Mises para pequen˜as y grandes deformaciones [11], [12] mientras que
otros consideran el me´todo de Eichinger ma´s adecuado en el caso de que el material
alcance grandes deformaciones [13].
En este cap´ıtulo se han aplicado los me´todos descritos para la obtencio´n de la
tensio´n, la deformacio´n y la velocidad de deformacio´n equivalentes con el objetivo de
realizar un estudio comparativo de las diferentes curvas tensio´n-deformacio´n resul-
tantes. La Figura 2 presenta un esquema de los me´todos de conversio´n considerados.
4.2.1. Planteamiento matema´tico considerado en la conver-
sio´n de datos
Se ha desarrollado un me´todo matema´tico para considerar la variacio´n de los
para´metros n′ y m′ con las variables de conformado y reducir as´ı el error asociado
a la conversio´n de datos. Primero, hay que tener en cuenta que el ca´lculo de las
derivadas dadas por las ecuaciones (4.2) y (4.3) es complicado pues los datos de
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Figura 2. Esquema de los me´todos usuales en la conversio´n de datos de torsio´n a
alta temperatura y que han sido aplicados en este cap´ıtulo.
ma´quina
(
N˜i, Γ˜i
)
son puntos no equiespaciados y au´n ma´s importante, tienen cierto
ruido asociado. En este sentido, se sabe que el uso de te´cnicas directas de derivacio´n
nume´rica para la obtencio´n de n′ y m′ no es una buena estrategia pues amplifica
en gran medida el ruido inicial de los datos llevando en la mayor´ıa de los casos a
resultados no satisfactorios [14].
Por esta razo´n, se ha desarrollado una funcio´n o ecuacio´n fenomenolo´gica co-
mo herramienta de suavizado de los datos y que es capaz de ajustar con calidad
estad´ıstica los datos experimentales
(
N˜i, Γ˜i
)
para cada ensayo de torsio´n. Esta fun-
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cio´n fenomenolo´gica sirve como base para determinar las derivadas en las ecuaciones
(4.2) y (4.3) en funcio´n de las variables de conformado y obtener los valores de la
tensio´n de cizalla τ en (4.1) con un menor error.
Las te´cnicas matema´ticas expuestas a continuacio´n se han implementado en el
paquete Matlab permitiendo la automatizacio´n del proceso de conversio´n de datos.
Ecuacio´n fenomenolo´gica para el ajuste de las mediciones experimentales
Una de las principales caracter´ısticas y novedad de esta investigacio´n reside en
el ana´lisis cuantitativo del feno´meno pla´stico a trave´s de una determinada ecua-
cio´n fenomenolo´gica. Tiene su intere´s en su faceta de simulacio´n, pues reproduce el
feno´meno con una gran exactitud. Sin embargo carece de la propiedad de caracte-
rizacio´n del material ya que el estudio y evolucio´n de las constantes que definen al
modelo no aporta informacio´n acerca de la f´ısica que rige la deformacio´n.
En concreto, dado un ensayo de torsio´n, el ajuste de los valores experimentales(
Γ˜i, N˜i
)
se ha realizado mediante la siguiente ecuacio´n fenomenolo´gica:
Γ (N) =
(
a1N
2 + a2N
)
exp (−a3N) + a4N
2 + a6N
a5N2 + a27
exp
(
−
(
N − a8
a9
)2)
(4.10)
Este modelo heur´ıstico esta´ basado en el comportamiento a fluencia de los materiales
meta´licos. El primer sumando representa la parte ela´stica de la deformacio´n y el
inicio de la parte pla´stica, desde el yield (l´ımite ela´stico) hasta el ma´ximo (pico) de
la curva σ − ε, si existe, o hasta el inicio de la fluencia estacionaria en otro caso.
El segundo sumando representa el re´gimen de estado estacionario y la ca´ıda final a
rotura. La parte racional tiene en cuenta la tendencia asinto´tica del par durante la
fluencia y la parte exponencial representa la ca´ıda del par con la deformacio´n previa
a la ruptura.
Para cada ensayo de torsio´n, se trata de ajustar los para´metros ai, i = 1, .., 9 en la
ecuacio´n (4.10) de manera que la funcio´n modelo se ajuste de la mejor forma posible
a los valores experimentales
(
Γ˜i, N˜i
)
. Es por tanto un problema de minimizacio´n
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que se define como:
mı´n
a1,a2,...,a9
1
S
S∑
i=1
(
Γ˜
(
N˜i
)
− Γ
(
N˜i
))2
(4.11)
donde S es el nu´mero de mediciones experimentales del ensayo en consideracio´n.
El gran nu´mero de para´metros que involucra la ecuacio´n (4.10) le confieren una
gran versatilidad para ajustar con calidad estad´ıstica los datos experimentales para
los diversos materiales. Los ajustes obtenidos presentan usualmente valores de R2
del orden de 0.98.
Para resolver el problema de optimizacio´n en (4.11), se ha implementado un
algoritmo en Matlab que resuelve el problema para un conjunto de puntos inicia-
les. Se toma como solucio´n aquella que proporciona un valor mı´nimo de la funcio´n
objetivo. La sentencia de Matlab lsqcurvefit se ha utilizado como procedimiento
de optimizacio´n. Como breve descripcio´n, esta sentencia emplea un me´todo de re-
gio´n de confianza como algoritmo de Optimizacio´n No Lineal. Este procedimiento
esta´ basado en un me´todo de Newton Interior-Reflexivo descrito en [15], [16]. Cada
iteracio´n involucra el ca´lculo de una solucio´n aproximada por el me´todo de gradiente
conjugado precondicionado de un gran sistema lineal.
Ca´lculo del para´metro de endurecimiento por deformacio´n
Dado un ensayo de torsio´n, el procedimiento para el ca´lculo del para´metro n′ es
el siguiente:
i. Se ajustan las mediciones
(
Γ˜i, N˜i
)
con la funcio´n fenomenolo´gica (4.10), ob-
teniendo la curva continua Γ(N)
ii. Se calcula anal´ıticamente la derivada de la funcio´n Γ(N), y se evalu´a en las
mediciones N˜i, obteniendo el vector
dΓ(N˜i)
dN
.
iii. Se evalu´a la expresio´n N˜i
Γi
dΓ(N˜i)
dN
que nos proporciona directamente y de forma
precisa el valor de n′ en cada medicio´n (n′i).
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En contraste con la suposicio´n usual de que el para´metro n′ es constante, este
me´todo lo considera como funcio´n de las variables N y N˙ y T , es decir, n′ =
n′
(
N, N˙, T
)
. En el apartado de resultados de esta seccio´n se muestran ejemplos de
mapas de n′ (N) y n′(T, N˙) para cuantificar la variabilidad real de este para´metro
en los materiales estudiados.
Ca´lculo del para´metro de sensibilidad a la velocidad de deformacio´n
El ca´lculo de m′, a diferencia de n′, se realiza fijado un valor de nu´mero de vueltas
para el que se construye la funcio´n Γ(N˙). Para ello, se tienen en cuenta todos los
ensayos realizados a la misma temperatura. Dado que para cada ensayo los valores
de N˜i son distintos, se construye, como primer paso, las funciones Γ(N˙) para un
conjunto discreto y prefijado de datos de la variable nu´mero de vueltas. Una vez
realizada esta primera etapa, m′i (valor de m
′ en cada medicio´n experimental) se
calcula por te´cnicas de interpolacio´n a partir de los valores soporte calculados en la
fase inicial.
De forma ma´s detallada, el algoritmo usado para calcular el para´metro m′ tiene
los siguientes pasos:
i. Se consideran todos los ensayos realizados a la misma temperatura.
ii. Se determina el valor final de deformacio´n de cada ensayo y se elige el mı´nimo
de estos valores, Nmı´n, generando un vector de valores equiespaciado desde 0
hasta Nmı´n.
iii. Se evalu´a la funcio´n fenomenolo´gica (4.10) para cada elemento de este vec-
tor y cada uno de los ensayos en consideracio´n, obteniendo as´ı los pares(
N˙t,Γt
)
N,T cte.
con t = 1, ..., p, siendo p el nu´mero de ensayos realizados a
una misma temperatura.
iv. Se construye la funcio´n Γ(N˙) para cada elemento del vector equiespaciado,
cuya derivada proporciona los valores del coeficiente m. El valor de p suele
estar entre 3 y 8. Por tanto, la construccio´n de esta funcio´n esta´ sometida a
ciertos niveles de incertidumbre y ante las distintas posibilidades de interpolar
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los pares anteriores, (polinomios cu´bicos de Hermite a trozos, splines,...) se
opto´ por una interpolacio´n lineal a trozos sobre los logaritmos de los pares(
N˙t,Γt
)
N,T cte.
. De este modo, se toma como valor de m en cada punto, el
promedio de las pendientes de las rectas que llegan a e´l, y en el caso de los
puntos extremos la pendiente de la recta asociada.
v. Finalmente, basados en los valores de m′, calculados para cada valor tabulado
de deformacio´n, y en polinomios cu´bicos de Hermite a trozos como elemento
interpolador se puede calcular el valor que toma m′ en cada medicio´n experi-
mental.
Tras la aplicacio´n de este algoritmo se obtienen valores de m′ en funcio´n de
N, N˙ y T , es decir, m′ = m′
(
N, N˙, T
)
. En el apartado de resultados de esta sec-
cio´n, se mostrara´n ejemplos de mapas de m′(N) y m′(T, N˙) para comprobar as´ı su
variabilidad en los materiales estudiados.
Una vez conocidos los valores de n′i y m
′
i es inmediato obtener los valores de
tensio´n de cizalla mediante la expresio´n (4.1).
4.2.2. Diagrama de flujo del algoritmo implementado
El planteamiento matema´tico descrito en el punto 4.2.1 y los me´todos de con-
versio´n considerados han sido implementados en el paquete Matlab.
La Figura 3 representa el diagrama de flujo principal del algoritmo de conversio´n
de datos implementado. Para un material dado, a partir de las mediciones realizadas
por la ma´quina de torsio´n (curvas Γ−N) y de las dimensiones de longitud L y radio
R de la probeta cil´ındrica, se obtienen de forma automa´tica las curvas σ − ε segu´n
cada me´todo de conversio´n, permitiendo realizar un ana´lisis comparativo. Adema´s,
la salida del programa de conversio´n muestra la evolucio´n de los para´metros n′ y m′
con las distintas variables de conformado y los ajustes obtenidos con la ecuacio´n fe-
nomenolo´gica (4.10). Todos los resultados se presentan de forma gra´fica y nume´rica.
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Matriz de entrada: datos ma´quina de torsio´n
{Ni,Γi, Tr, N˙s}, L y R. Establecer r = 1, s = 1.
Tomar los valores del ensayo a Tr y N˙s.
Ajustar ecuacio´n (4.10) resolvien-
do el prob. optimizacio´n (4.11).
Calcular n′ segu´n seccio´n 4.2.1.
¿Se han completado
los ensayos a Tr?
r = r + 1
Calcular m′ segu´n seccio´n 4.2.1.
¿Se han completado
todos los ensayos?
Calcular τ i, σ
vM
i y σ
Tr
i segu´n ecuaciones (4.1),(4.4) y (4.5).
Calcular εi, ε˙i, ε
∗
i , ε˙
∗
i con ecuaciones (4.6) a (4.9).
Guardar en fichero Excel matriz de resultados para post-
tratamiento {Ni,Γi, Tr, N˙s, n′i,m′i, εi, ε˙i, ε∗i , ε˙∗i , τ i, σvMi , σTri }.
Graficar las siguientes funciones para ana´lisis de resultados:
m′(N, N˙), n′(N, N˙), m′(N˙ , T ), n′(N˙ , T ), Γ(N) y σ(ε) a T cte.
r = 1,
s = s + 1
S´ı
No
S´ı
No
Figura 3. Diagrama de flujo del algoritmo de conversio´n de datos.
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4.2.3. Resultados y discusio´n
El algoritmo de conversio´n de datos disen˜ado ha sido aplicado a los cuatro mate-
riales estudiados en esta tesis: la aleacio´n de aluminio AA3005, el acero de ultra alto
contenido en Carbono UHC-1.3 %C, el acero de alto contenido en Nitro´geno HNS y
el acero superduplex SA. Los resultados obtenidos de mayor relevancia se muestran
y analizan a continuacio´n.
Ajustes obtenidos con la ecuacio´n fenomenolo´gica (4.10)
Las Figuras 4 y 5 muestran los ajustes obtenidos por medio de la ecuacio´n
fenomenolo´gica (4.10) para diferentes ensayos de torsio´n en los aceros UHC-1.3 %C
y SA respectivamente. Los puntos son las mediciones de ma´quina
(
Γ˜i, N˜i
)
mientras
que la l´ınea continua representa la curva dada por la ecuacio´n (4.10). Los ajustes
se han realizado resolviendo el problema de minimizacio´n (4.11) para cada ensayo
de torsio´n. Los ajustes conseguidos para los ensayos expuestos en las Figuras 4
y 5 poseen alta calidad estad´ıstica con R2 en torno a 0.98. Resultados similares
se obtienen para los otros dos materiales estudiados. Las Figuras 4 y 5 ponen de
manifiesto la gran capacidad de aplicacio´n de la ecuacio´n fenomenolo´gica (4.10)
pues es va´lida para ajustar datos provenientes de materiales cuya respuesta a la
deformacio´n en caliente es muy diferente. Conviene resaltar que el acero UHC-1.3 %C
alcanza deformaciones por encima de 50 vueltas sin que este hecho sea impedimento
para conseguir ajustes de gran calidad.
Se concluye por tanto que la ecuacio´n fenomenolo´gica propuesta es una herra-
mienta de suavizado y de ajuste de datos de ma´quina va´lida para los materiales
estudiados.
Obtencio´n de los para´metros n′ y m′ con las variables de conformado
El me´todo matema´tico desarrollado en este cap´ıtulo permite la obtencio´n de los
para´metros n′ y m′ (definidos por las ecuaciones (4.2) y (4.3)) en funcio´n de las
variables de conformado, en concreto, el nu´mero de vueltas N , la temperatura T y
la velocidad de rotacio´n N˙ .
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Como ejemplo de la variabilidad de estos para´metros, la Figura 6 muestra la
evolucio´n de n′ y m′ con el nu´mero de vueltas a 1050oC y 0.5 s−1 y 1050 y 10 s−1 para
los aceros HNS y UHC-1.3 %C respectivamente. La l´ınea gruesa representa el valor
de n′ y la l´ınea ma´s fina el para´metro m′. Adema´s, tales evoluciones se acompan˜an
de la correspondiente curva Γ−N asociada a cada uno de los dos ensayos de torsio´n
considerados.
Para ambos materiales la Figura 6 pone de manifiesto que el para´metro n′ de-
crece al comienzo de la deformacio´n2, aunque con valores positivos, indicando que el
endurecimiento neto por deformacio´n del material es grande en esa zona. El para´me-
tro n′ es cero u´nicamente en el pico de par, sen˜alando un equilibrio entre los procesos
de endurecimiento y ablandamiento en ese punto. Despue´s del pico de par, n′ toma
siempre valores negativos poniendo de manifiesto el ablandamiento neto del mate-
rial. Adema´s, poco despue´s del pico n′ presenta un mı´nimo (global para el acero
HNS y local para el acero UHC-1.3 %C), indicando un punto donde la velocidad de
ablandamiento es ma´xima en esa zona. El mı´nimo se alcanza en 1 vuelta para el
acero HNS donde n′ = −0.18, mientras que para el acero UHC-1.3 %C el punto de
mı´nimo corresponde con 4 vueltas y un valor de nuevo de n′ = −0.18. Por u´ltimo,
el valor de n′ decrece ra´pidamente a partir de 10 vueltas en el acero UHC-1.3 %C
revelando un ra´pido ablandamiento del material previo a rotura. En cambio, en el
acero HNS el valor de n′ se mantiene pra´cticamente constante con un valor en torno
a −0.12 para deformaciones mayores que 2.5 vueltas indicando la presencia de un
cuasi estado estacionario para las condiciones de conformado mencionadas.
Por otro lado, la Figura 6 muestra que el valor de m′ se mantiene casi constante
con la deformacio´n para los dos aceros. En concreto, m′ toma un valor medio de 0.1
para el acero HNS y de 0.21 para el acero UHC-1.3 %C. Estos resultados permiten
concluir que los para´metros n′ y m′, y especialmente el primero, tienen una variacio´n
significativa con la deformacio´n (nu´mero de vueltas) que ha de considerarse en la
obtencio´n de la tensio´n de cizalla por la ecuacio´n (4.1).
2En este ana´lisis se entiende que el nu´mero de vueltas es una medida va´lida de la deformacio´n
del material.
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Figura 6. Evolucio´n de los para´metros n′ y m′ con el nu´mero de vueltas N para
los aceros HNS y UHC-1.3 %C a 1050 oC, 0.5 s−1 y 10 s−1 respectivamente. Tales
evoluciones se acompan˜an de las correspondientes curvas Γ−N .
La conclusio´n establecida se ratifica observando la Figura 7. Esta figura muestra
curvas tensio´n-deformacio´n para los cuatro materiales estudiados a distintas condi-
ciones de conformado (HNS a 1050 oC y 0.5 s−1, UHC-1.3 %C a 1100 oC y 5 s−1,
SA a 1100 oC y 10 s−1 y AA3005 a 325 oC y 10 s−1). La l´ınea gruesa se obtiene
considerando los para´metros n′ y m′ como funcio´n de las variables de conformado
y en aplicacio´n del algoritmo disen˜ado en seccio´n 4.2.2. En cambio, la l´ınea fina
se obtiene asumiendo que n′ y m′ son constantes del material. En concreto se ha
establecido que n′ es cero y que m′ toma los valores de 0.12, 0,19, 0.19 y 0.14 para
los materiales HNS, UHC-1.3 %C, SA y AA3005 respectivamente. Estas cantidades
de m′ corresponden con los valores medios en el pico del par Γ.
Se puede observar que las diferencias entre las dos curvas son significativas,
especialmente despue´s de la tensio´n de pico. Las diferencias que se han cuantificado
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Figura 7. Curvas tensio´n-deformacio´n para los cuatro materiales estudiados para
diferentes temperaturas y velocidades de deformacio´n. La l´ınea gruesa se obtiene
considerando los para´metros n′ y m′ como funcio´n de las variables de conformado.
En cambio, para la l´ınea fina se asumen valores constantes para n′ y m′.
pueden llegar a alcanzar valores del 10 % y se deben principalmente a que el valor
de n′ no es pro´ximo a cero en ese re´gimen. Se concluye que la hipo´tesis de considerar
n′ y m′ como constantes del material puede llevar en general a errores significativos
en las curvas tensio´n-deformacio´n.
Finalmente, los para´metros n′ y m′ tambie´n pueden variar con la temperatura
T y la velocidad de rotacio´n N˙ . Como muestra de tal variacio´n, las Figuras 8 y
9 presentan para el acero HNS y a un valor de deformacio´n de N =1.6 vueltas el
cambio con T y N˙ de n′ y m′ respectivamente.
La Figura 8 revela que para el valor de deformacio´n prefijado el para´metro n′ es
poco sensible a un cambio en la velocidad de rotacio´n, mientras que crece (valores
menos negativos) segu´n T aumenta.
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70 Cap´ıtulo 4. Tratamiento de datos experimentales de torsio´n
Por otro lado, la Figura 9 pone de manifiesto un comportamiento similar para
el para´metro m′: se observa que m′ aumenta ligeramente con el crecimiento de N˙ y
tambie´n que m′ incrementa su valor con el aumento de T . Estos resultados permiten
concluir que la variacio´n de n′ y m′ con T y N˙ es significativa y debe ser tenida en
consideracio´n para disminuir el error asociado a la conversio´n de datos.
Estudio comparativo de las curvas tensio´n-deformacio´n
La Figura 10 muestra las curvas tensio´n deformacio´n de los aceros HNS y UHC-
1.3 %C para diferentes condiciones de conformado. Se han considerado los me´todos
de von Mises y Tresca para la tensio´n equivalente y los me´todos de von Mises y
Eichinger para la deformacio´n equivalente (ver Figura 2). El propo´sito de la Figura
10 es poder establecer un ana´lisis comparativo entre los diferentes me´todos de con-
versio´n de datos de torsio´n. La Figura 10 indica que la diferencia entre los me´todos
de von Mises y Tresca lleva a un cambio en el valor absoluto de la tensio´n mientras
que la forma de la curva tensio´n-deformacio´n no se ve afectada.
Adema´s, la Figura 10 revela que la deformacio´n ma´xima depende del me´todo
de conversio´n para la deformacio´n. El me´todo de von Mises proporciona valores en
torno a 8 para el acero HNS y alrededor de 25 para el acero UHC-1.3 %C. Por otro
lado, el me´todo de Eichinger ofrece valores en torno a 3 para el HNS y alrededor de
4.5 para el acero UHC-1.3 %C. Las diferencias en deformacio´n por los dos me´todos
se revelan ma´s importantes a valores elevados y adema´s la eleccio´n de uno u otro
me´todo afecta sensiblemente a la forma relativa de la curva tensio´n-deformacio´n.
De aqu´ı en adelante, el me´todo de von Mises para tensio´n y deformacio´n sera´ el
u´nico considerado. La razo´n principal reside en el hecho de que la mayor´ıa de los
investigadores emplean este me´todo para realizar la conversio´n de datos de torsio´n.
Adema´s, considerar el me´todo de Eichinger conlleva un problema adicional en la
posterior modelizacio´n del material pues con esta te´cnica, una velocidad de rotacio´n
constante en el ensayo de torsio´n se convierte en una velocidad de deformacio´n varia-
ble en las curvas tensio´n-deformacio´n. Por consiguiente, las Figuras 11 a 14 muestran
todas las curvas tensio´n-deformacio´n obtenidas en los cuatro materiales estudiados
considerando u´nicamente el me´todo de von Mises para tensio´n y deformacio´n.
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Figura 10. Curvas tensio´n-deformacio´n de los aceros HNS y UHC-1.3 %C para
distintas condiciones de conformado. Se han considerado los me´todos de conversio´n
de datos de torsio´n usuales (ver Figura 2).
Finalmente, se comentan las curvas tensio´n-deformacio´n de la aleacio´n de Alu-
minio AA3005 pues es el u´nico material que no ha sido corregido de calentamiento
adiaba´tico por las razones que se expondra´n en 4.3.3. La respuesta meca´nica de los
otros tres materiales sera´ analizada cuando las curvas tensio´n-deformacio´n se corri-
jan de calentamiento adiaba´tico en la segunda parte de este cap´ıtulo. As´ı, la Figura
14 pone de manifiesto que las curvas tensio´n-deformacio´n de la aleacio´n AA3005 se
caracterizan por un endurecimiento progresivo hasta alcanzar un estado estaciona-
rio previo a la ruptura. El incremento de tensio´n es muy acusado en los primeros
instantes de la deformacio´n. Este tipo curvas son propias de materiales en los que
la recristalizacio´n dina´mica no toma parte en el proceso de deformacio´n (Cap´ıtu-
lo 2, Figura 1) [17]. Por otro lado, otras aleaciones de Aluminio de composicio´n
qu´ımica y tratamiento termomeca´nico similares han sido investigadas por varios au-
tores poniendo de manifiesto que la restauracio´n dina´mica es el proceso principal de
ablandamiento [18].
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Figura 11. Curvas tensio´n-deformacio´n del acero UHC-1.3 %C para todas las condi-
ciones de conformado ensayadas. Me´todo de von Mises para tensio´n y deformacio´n.
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Figura 12. Curvas tensio´n-deformacio´n del acero HNS para todas las condiciones
de conformado ensayadas. Me´todo de von Mises para tensio´n y deformacio´n.
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Figura 13. Curvas tensio´n-deformacio´n acero superduplex SA para todas las condi-
ciones de conformado ensayadas. Me´todo de von Mises para tensio´n y deformacio´n.
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Figura 14. Curvas tensio´n-deformacio´n de la aleacio´n de Aluminio AA3005 para
todas las condiciones de conformado ensayadas. Me´todo de von Mises para tensio´n
y deformacio´n.
4.3. Correccio´n de calentamiento adiaba´tico
En esta tesis, las condiciones de temperatura y velocidad de deformacio´n a las
que se someten las probetas de torsio´n en el laboratorio son del mismo orden que
aquellas que se utilizan en algunos procesos de conformado industriales, como por
ejemplo la laminacio´n o la extrusio´n en caliente. As´ı, las condiciones de laboratorio
se corresponden con alta temperatura y alta velocidad de deformacio´n. La ventaja
de trabajar en este re´gimen es que la respuesta a la deformacio´n del material en
el laboratorio de torsio´n es pro´xima a la que se supone en el proceso industrial.
Por contra, la desventaja reside en que se generan feno´menos indeseados como el
calentamiento adiaba´tico del que se afronta a continuacio´n su correccio´n.
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Figura 15. Representacio´n esquema´tica del proceso de correccio´n por calentamiento
adiaba´tico en una curva tensio´n-deformacio´n.
El feno´meno de calentamiento adiaba´tico en el a´mbito de trabajo en caliente
consiste en el aumento de temperatura de la probeta con la deformacio´n como con-
secuencia del calor generado por el propio proceso de deformacio´n y que no es inter-
cambiado con el entorno. Es evidente que a la velocidad de deformacio´n de trabajo
se dispone de poco tiempo para disipar calor a los alrededores y por consiguiente el
proceso de deformacio´n se puede suponer como un proceso adiaba´tico.
Por tanto, en condiciones adiaba´ticas, las curvas tensio´n-deformacio´n obtenidas
en (4.2.3) no son realmente a temperatura constante [19], y adema´s, la tensio´n
obtenida esta´ minorada respecto a la que se registrar´ıa bajo condiciones isotermas.
La correccio´n por calentamiento adiaba´tico consiste en eliminar en la medida de
lo posible esta desviacio´n de manera que se obtengan curvas tensio´n-deformacio´n
isotermas a partir de aquellas en condiciones adiaba´ticas. El proceso de correccio´n
se muestra esquema´ticamente en la Figura 15.
La aproximacio´n de las curvas tensio´n-deformacio´n adiaba´ticas por sus corres-
pondientes isotermas puede llevar a errores importantes en diferentes ana´lisis cuan-
titativos de la respuesta del material a la deformacio´n en caliente. Por ejemplo, la
determinacio´n de la tensio´n equivalente a partir del par que se realizo´ en el punto 4.2
por el me´todo de Fields-Backofen y von Mises (ver ecuaciones (4.1) a (4.4)) emplea
la ecuacio´n
σ =
√
3Γ
2piR3
(3 + n′ +m′) (4.12)
76 Cap´ıtulo 4. Tratamiento de datos experimentales de torsio´n
con
n′ =
∂ ln Γ
∂ lnN
∣∣∣∣
N˙,T
(4.13)
m′ =
∂ ln Γ
∂ ln N˙
∣∣∣∣
N,T
. (4.14)
La obtencio´n de la tensio´n por la ecuacio´n (4.12) asume condiciones isotermas para la
deformacio´n por medio de las ecuaciones (4.13) y (4.14). En cambio, estas ecuaciones
ser´ıan diferentes bajo condiciones adiaba´ticas y por tanto, su aplicacio´n directa
puede llevar a ciertos errores en la determinacio´n de la tensio´n.
De forma ana´loga, la ecuacio´n de Garofalo se emplea habitualmente para ajustar
los datos de σ, T y ε˙ [20], [21], [22]. Esta ecuacio´n es especialmente adecuada para el
ajuste de datos en amplios rangos de temperatura y velocidad de deformacio´n [23].
La ecuacio´n de Garofalo viene dada por
ε˙ = A exp
(
− Q
RT
)
sinhn (ασ) (4.15)
donde Q es la energ´ıa de activacio´n, n es el exponente de tensio´n, A es el factor
pre-exponencial, α es el cofactor de la tensio´n y R es la constante de los gases. La
ecuacio´n de Garofalo es sensible a los valores de tensio´n y temperatura que esta´n
afectados por el feno´meno de calentamiento adiaba´tico. De nuevo, la aproximacio´n
de las curvas tensio´n-deformacio´n adiaba´ticas por sus correspondientes isotermas
puede llevar a ciertos errores en la determinacio´n de esos para´metros.
Finalmente, la realizacio´n de estudios de recristalizacio´n dina´mica a trave´s de la
ecuacio´n de Avrami [24], [25] sin la consideracio´n de los efectos del calentamiento
adiaba´tico puede implicar ciertos errores en la determinacio´n del ablandamiento
por DRX pues parte de este ablandamiento esta´ influenciado por la presencia del
calentamiento adiaba´tico.
Los ejemplos previos ponen de manifiesto la importancia de calcular curvas ten-
sio´n-deformacio´n en condiciones isotermas a partir de las obtenidas en condiciones
adiaba´ticas. Por tanto, el objetivo principal de la segunda parte de este cap´ıtulo
(punto 4.3) es desarrollar un nuevo algoritmo iterativo capaz de realizar de ma-
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nera adecuada la correccio´n por calentamiento adiaba´tico de las curvas tensio´n-
deformacio´n presentadas en el punto 4.2.
4.3.1. Planteamiento teo´rico de la correccio´n
Determinacio´n de la tensio´n en condiciones isotermas
Se presenta a continuacio´n un nuevo algoritmo iterativo para realizar la correc-
cio´n de calentamiento adiaba´tico. El algoritmo se basa en dos ecuaciones. La primera
es la usual para el ca´lculo del aumento de temperatura del material con la deforma-
cio´n ∆T0 [19], [26], [27]
∆T0 =
η
ρC
∫ ε
εp
σwc0 (s)ds, (4.16)
donde η es el factor de rendimiento de Taylor-Quinney, ρ es la densidad, C es el
calor espec´ıfico y σwc0 es la tensio´n sin correccio´n por calentamiento adiaba´tico.
La segunda ecuacio´n permite el ca´lculo de la tensio´n en condiciones isotermas
σc0, a partir de la tensio´n en condiciones adiaba´ticas σ
wc
0 . Para un ensayo de tor-
sio´n dado a temperatura inicial T y velocidad de deformacio´n ε˙ constante, y para
cierto valor de deformacio´n ε, la tensio´n sin corregir σwc0 (asociada con condiciones
adiaba´ticas), puede ser expresada como funcio´n de la tensio´n corregida σc0 (asociada
con condiciones isotermas) como
σwc0 (ε, ε˙, T −∆T0) = σc0 (ε, ε˙, T ) (4.17)
Aplicando un desarrollo de Taylor de primer orden de la funcio´n σwc0 en la ecua-
cio´n (4.17) sobre el punto T se obtiene que
σc0 (ε, ε˙, T ) = σ
wc
0 (ε, ε˙, T )−
∂σwc0 (T )
∂T
∣∣∣∣
ε,ε˙
∆T0 (4.18)
donde
∂σwc0 (T )
∂T
∣∣∣
ε,ε˙
indica la variacio´n de la tensio´n sin corregir σwc0 con la temperatura
para ciertos valores de ε y ε˙ constantes.
Una expresio´n similar a la ecuacio´n (4.18) ha sido utilizada en [28] para realizar la
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correccio´n por calentamiento adiaba´tico. No obstante, hay que tener en cuenta que la
aplicacio´n de las ecuaciones (4.16) y (4.18) lleva a ciertos errores en la determinacio´n
de ∆T0 y σ
c
0 pues se asumen condiciones isotermas en el ca´lculo de la tensio´n sin
corregir en las ecuaciones (4.12) a (4.14) mientras que las ecuaciones (4.16) y (4.18)
suponen condiciones adiaba´ticas para la misma tensio´n. Por tanto, en la siguiente
seccio´n se desarrolla un nuevo algoritmo iterativo para corregir este problema.
Descripcio´n y justificacio´n del algoritmo iterativo para la correccio´n de
calentamiento adiaba´tico
La aplicacio´n de la ecuacio´n (4.16) para el ca´lculo del incremento de temperatura
durante el ensayo de torsio´n puede llevar a errores considerables pues σwc0 se obtiene
asumiendo condiciones isotermas para la deformacio´n (ecuaciones (4.12) a (4.14)).
Es decir, los para´metros n′ y m′ se calcularon en condiciones isotermas lo que no es
cierto ya que las curvas experimentales se obtienen bajo condiciones adiaba´ticas.
Por otro lado, la determinacio´n de la tensio´n corregida dada por la ecuacio´n
(4.18) esta´ fuertemente influenciada por la derivada parcial de la tensio´n sin corre-
gir respecto a la temperatura. A su vez, los valores de esta derivada parcial esta´n
afectados por el calentamiento adiaba´tico. Para evidenciar este hecho, la Figura 16
muestra en l´ınea fina las curvas tensio´n-deformacio´n isotermas para cierta veloci-
dad de deformacio´n ε˙ y dos temperaturas iniciales T
(1)
0 y T
(2)
0 , y en l´ınea gruesa
las curvas correspondientes sin correccio´n por calentamiento adiaba´tico. Las curvas
isotermas esta´n contenidas en un plano bidimensional {ε, σ} mientras que las curvas
adiaba´ticas esta´n en el espacio de tres dimensiones {ε, σ, T}.
De acuerdo con la Figura 16, para cierta deformacio´n ε0 la derivada parcial se
puede calcular en primera aproximacio´n como
∂σwc0 (T )
∂T
=
σ(2) − σ(1)
T
(2)
0 − T (1)0
. (4.19)
Esta expresio´n esta´ sujeta a errores que proceden de que la derivada parcial
esta´ afectada por los diferentes incrementos de temperatura en ε0 de las dos curvas
adiaba´ticas ∆T (1) y ∆T (2).
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Figura 16. Curvas tensio´n-deformacio´n para condiciones isotermas y adiaba´ticas,
en l´ınea fina y gruesa respectivamente.
Considerando el efecto del incremento de temperatura la ecuacio´n (4.19) se trans-
forma en
∂σwc0 (T )
∂T
=
σ(2) − σ(1)(
T
(2)
0 + ∆T
(2)
)
−
(
T
(1)
0 + ∆T
(1)
) (4.20)
Esta ecuacio´n es ma´s apropiada que la ecuacio´n (4.19), pero au´n no es sufi-
cientemente precisa pues la tensio´n en la ecuacio´n (4.20) esta´ calculada asumiendo
condiciones isotermas. Adema´s, los incrementos ∆T (1) y ∆T (2) tambie´n tienen cierto
error asociado pues se calculan con la ecuacio´n (4.16).
Para resolver los problemas mencionados, se ha desarrollado un algoritmo ite-
rativo que tiene por objeto principal la minoracio´n de los errores asociados a la
correccio´n de calentamiento adiaba´tico. Este algoritmo usa como punto de partida
los valores de ∆T0 y σ
c
0 obtenidos por las ecuaciones (4.16) y (4.18). Se trata de un
algoritmo modular en tres etapas.
En la primera etapa, el valor de ∆Tk (εi) que se an˜ade en la iteracio´n k (con k = 1
hasta el nu´mero de iteraciones) a la estimacio´n inicial de incremento de temperatura
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∆T0 se calcula de acuerdo a la expresio´n
∆Tk (εi) =
η
ρC
∫ εi
εp
(
σck−1 − σwck−1
)
ds (4.21)
donde σck−1 y σ
wc
k−1 son la tensio´n corregida y sin corregir en la iteracio´n k − 1
respectivamente.
En la segunda etapa, se calcula la derivada parcial de la tensio´n sin corregir con
respecto a T en la iteracio´n k con la expresio´n
∂σwck (Ts, εi)
∂T
=
σwck (Ts+1, εi)− σwck (Ts, εi)
Ts+1 − Ts , (4.22)
donde s+ 1 refiere al ensayo realizado a la misma velocidad de deformacio´n y tem-
peratura inmediatamente siguiente en la secuencia ascendente.
Finalmente, en el tercer mo´dulo, el valor de la tensio´n corregida en la iteracio´n
k se obtiene como
σck (εi, ε˙j, T ) = σ
wc
k (εi, ε˙j, T )−
∂σwck (εi, ε˙j, T )
∂T
∆Tk (εi) . (4.23)
El criterio de parada para el algoritmo se define como ∆σ (εc) = σ
c
k−1 (εc)−σwck−1 (εc) ≤
10−2 MPa para cierta deformacio´n de control εc. Como norma general, son necesarias
cuatro iteraciones para cumplir con este criterio.
Finalmente, segu´n se observa en las ecuaciones (4.16) y (4.21), la correccio´n
se ha realizado comenzando en la tensio´n de pico ya que antes de este valor, en la
primera parte de la deformacio´n, la correccio´n por calentamiento adiaba´tico no tiene
un efecto importante en la tensio´n [29], [30].
Cota superior para el incremento de temperatura
Se ha propuesto una cota superior para el incremento de temperatura con el
objetivo de validar los resultados que se obtienen de la correccio´n de calentamiento
adiaba´tico disen˜ada en la seccio´n anterior.
Fijado el valor de T y ε˙, la potencia P (por unidad de volumen) absorbida por
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el material durante la deformacio´n pla´stica viene dada por
σε˙ =
∫ ε˙
0
σdε˙+
∫ σ
0
ε˙dσ, (4.24)
P = G+ J (4.25)
donde G y J son el contenido disipador y el co-contenido disipador respectivamente.
El te´rmino G representa la potencia disipada por la deformacio´n pla´stica, que en su
mayor´ıa se convierte en calor [31].
Por otro lado, la ecuacio´n de Garofalo (4.15) se puede expresar como
σ (ε˙) =
1
α
sinh−1
(
Z
1
n
A
)
(4.26)
donde ZA es el para´metro de Zener-Hollomon compensado con A (para´metro pre-
exponencial de la ecuacio´n de Garofalo):
ZA =
ε˙
A
exp
(
Q
RT
)
Si se sustituye la ecuacio´n (4.26) en la expresio´n para G dada por las ecuaciones
(4.24) y (4.25) y considerando que sinh−1(x) ≤ x (con x ≥ 0) se obtiene la expresio´n
G(ε˙) =
∫ ε˙
0
σdε˙ =
∫ ε˙
0
1
α
sinh−1
(
Z
1
n
A
)
dε˙ ≤ (4.27)
≤
∫ ε˙
0
1
α
Z
1
n
A dε˙ =
n
α (n+ 1)
ε˙ sinh (ασp) = G¯(ε˙)
donde σp es la tensio´n de pico. G¯ (ε˙) representa una cota superior para la energ´ıa
disponible para ser convertida en calor y por consiguiente, de esta cota se puede
derivar un incremento de temperatura ma´ximo para el material. En este sentido,
empleando las ecuaciones (4.16) y (4.27) se obtiene el siguiente cota superior para
el incremento de la temperatura del material
∆T =
nε
α (n+ 1)
sinh (ασp) (4.28)
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donde el factor de Taylor-Quinney se toma como 1 por simplificacio´n. Segu´n lo
esperado, ∆T aumenta con el incremento de la deformacio´n y de la tensio´n de pico.
Ca´lculo del inicio de la inestabilidad pla´stica
La correccio´n de calentamiento adiaba´tico propuesta es va´lida en el intervalo
de deformacio´n donde los feno´menos de inestabilidad pla´stica locales no son sig-
nificativos. Los procesos de inestabilidad local se desarrollan progresivamente con
la deformacio´n y esta´n relacionados con la generacio´n y propagacio´n de bandas de
deformacio´n y los procesos de cavitacio´n entre otros. Los primeros consisten en la
formacio´n de zonas altamente pla´sticas en el interior del material, y los segundos
esta´n relacionados con la presencia y colapso de cavidades interiores de forma similar
a las que se producen cuando el agua esta´ pro´xima a sus condiciones de ebullicio´n.
Desde un punto de vista te´rmico, estos feno´menos resultan en elevados aumen-
tos de temperatura en ciertas regiones locales en el interior del material. En el caso
de ser predominantes pueden distorsionar la correccio´n de calentamiento adiaba´tico
disen˜ada. Por tanto, es conveniente estimar los valores de inicio de estas inestabili-
dades de manera que sirvan para fijar un valor de deformacio´n final εf,corr que limite
la correccio´n de calentamiento adiaba´tico propuesta.
Armstrong et al. en [32], a partir de la expresio´n (4.16) en forma diferencial,
y asumiendo la condicio´n de inestabilidad pla´stica, dσ = 0, obtienen la siguiente
relacio´n
dT
dε
∣∣∣∣
εin
=
θ¯ + m¯
ε′β¯
, (4.29)
siendo εin el valor de deformacio´n para el comienzo de inestabilidad pla´stica, y
θ¯, m¯ y β¯ los valores medios del ajuste de las ecuaciones σ = σoε
θ¯, σ = σ′oε˙
m¯ y
σ = σ′′o exp
(−β¯T) respectivamente.
Bajo condiciones de estabilidad, dσ > 0, la condicio´n de inestabilidad se puede
expresar como dσ = 0, [33],[34]:
dσ =
∂σ
∂ε
∣∣∣∣
ε˙,T
dε+
∂σ
∂ε˙
∣∣∣∣
ε,T
dε˙+
∂σ
∂T
∣∣∣∣
ε,ε˙
dT = 0. (4.30)
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Asumiendo que el ensayo de torsio´n se desarrolla a ε˙ constante, la expresio´n (4.30)
se puede simplificar pues dε˙ = 0 quedando como
dσ =
∂σ
∂ε
∣∣∣∣
ε˙,T
dε+
∂σ
∂T
∣∣∣∣
ε,ε˙
dT = 0. (4.31)
Asimismo, empleando la relacio´n σ = σoε
θ¯ se tiene que
∂σ
∂ε
∣∣∣∣
ε˙,T
=
θ¯σ
ε
. (4.32)
Por otro lado, se observa que bajo condiciones adiaba´ticas dT 6= 0. Teniendo en
cuenta lo anterior y usando la ecuacio´n de Garofalo como relacio´n entre ε˙, T y σ,
ε˙ = A exp(− Q
RT
) sinhn (ασ) , se obtiene siguiendo a [33]:
∂σ
∂T
∣∣∣∣
ε˙,ε
=
−σQ
nRT 2
(4.33)
donde se realiza la aproximacio´n tanh (ασ) ' ασ para ασ suficientemente pequen˜os.
Llevando (4.32) y (4.33) a (4.31) se puede obtener una expresio´n para la tensio´n
asociada con el inicio del feno´meno de localizacio´n de flujo
σin (ε) =
ρCnθ¯RT 2
ηQε
. (4.34)
Una vez obtenida la ecuacio´n (4.34), la estimacio´n del punto de inicio de localiza-
cio´n de flujo para un determinado ensayo de torsio´n se realiza de acuerdo con el
procedimiento expuesto gra´ficamente en la Figura 17. En esta figura, el valor de
deformacio´n de inicio de inestabilidad pla´stica εin se determina como la coordenada
en el eje de abscisas del punto de interseccio´n entre la curva σ − ε, con σ = σwc0 (ε),
y la curva σin(ε) dada por la ecuacio´n (4.34). En concreto, la Figura 17 muestra la
curva σ − ε del acero UHC-1.3 %C a T = 1050 oC y ε˙ = 5 s−1. La expresio´n (4.34)
sera´ aplicada posteriormente en la seccio´n de resultados para estimar el inicio de
inestabilidad pla´stica del proceso de deformacio´n en los aceros estudiados.
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Figura 17. Representacio´n gra´fica del me´todo de ca´lculo de la deformacio´n de
inicio de inestabilidad εin. La curva tensio´n-deformacio´n es interceptada por la cur-
va σin (ε) dada por la ecuacio´n (4.34).
4.3.2. Diagrama de flujo del algoritmo implementado
El nuevo algoritmo iterativo disen˜ado para realizar la correccio´n de calentamiento
adiaba´tico se ha implementado en el paquete Matlab. El diagrama de flujo principal
del programa implementado se muestra en la Figura 18. Los datos de entrada son
las curvas σ − ε adiaba´ticas (obtenidas con el programa de conversio´n en el punto
4.2.2) y presentadas en las Figuras 11, 12, 13 y 14 y ciertos para´metros f´ısicos,
te´rmicos y de deformacio´n definidos anteriormente. Para ejecutar el programa se
debe de seleccionar el material a corregir de calentamiento adiaba´tico y todas las
curvas tensio´n-deformacio´n para una misma ε˙.
El programa obtiene como principales resultados las curvas σ − ε isotermas y
el incremento de temperatura de la probeta con la deformacio´n. Se procede a con-
tinuacio´n a la presentacio´n y ana´lisis de los resultados obtenidos en los materiales
estudiados.
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Matriz de entrada: curvas tensio´n-deformacio´n a
misma ε˙: {εi, σi, T s0 , ε˙}. Establecer s = 1, k = 1.
Introducir los para´metros f´ısicos Cp, ρ y η.
Introducir los valores de εc (def. control)
y εf,corr (def. final) para cada ensayo.
Tomar los valores del ensayo s.
Calcular ∆T0(εi) con ecuacio´n (4.16).
Calcular σc0(εi) con ecuacio´n (4.18).
Calcular ∆Tk(εi) con ecuacio´n (4.21).
Calcular ∂σk(εi)
∂T
con ecuacio´n (4.22).
Calcular σck(εi) con ecuacio´n (4.23).
¿Se cumple criterio
parada ∆σ ≤ 10−2? k = k + 1
¿Se han completado
todos los ensayos?
Para cada ensayo e iteracio´n guardar la salida nume´rica:
{εi, σi, ε˙, T s0 ,∆Tk,∆Tacum, σck, ∂σk(εi)∂T ,∆σk,∆σacum}.
Para cada ensayo e iteracio´n guardar la salida gra´fica:
{σck(εi), σwck (εi), σwc0 (εi),∆Tk(εi),∆Tacum(εi),∆σk(εi),∆σacum(εi),∂σk(εi)∂T }.
k = 1,
s = s + 1
S´ı
No
S´ı
No
Figura 18. Diagrama flujo del algoritmo de correccio´n de calentamiento adiaba´tico.
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4.3.3. Resultados y discusio´n
Las Figuras 19, 20 y 21 muestran las curvas tensio´n-deformacio´n para todas las
velocidades de deformacio´n y temperaturas de los ensayos de torsio´n para los aceros
UHC-1.3 %C, HNS y superduplex SA respectivamente.
Las curvas tensio´n-deformacio´n de la aleacio´n de Aluminio AA3005 no han sido
corregidas de calentamiento adiaba´tico pues tales curvas no presentan un pico de
tensio´n seguido de un fuerte ablandamiento como en los aceros corregidos. Adema´s,
este material se caracteriza por su baja ductilidad y por desarrollar bajas tensiones
con lo que dispone de menos energ´ıa para ser convertida en calor. Por tanto, se
puede considerar con poco error que las curvas tensio´n-deformacio´n de la aleacio´n
AA3005 en la Figura 14 son curvas isotermas.
En las Figuras 19, 20 y 21, las l´ıneas gruesas representan las curvas tensio´n-
deformacio´n en condiciones isotermas (tensio´n corregida), calculadas mediante la
aplicacio´n del algoritmo previamente descrito, y las l´ıneas finas son las curvas en
condiciones adiaba´ticas (tensio´n sin corregir). La correccio´n se ha realizado desde el
pico hasta un valor de deformacio´n donde se ha considerado que el efecto de loca-
lizacio´n de flujo no es importante. Las tres figuras muestran que la correccio´n por
calentamiento adiaba´tico aumenta con el incremento de la deformacio´n y de la velo-
cidad de deformacio´n y disminuye con la temperatura. Esto es debido a que existe
ma´s energ´ıa meca´nica disponible para ser convertida en calor en esas condiciones.
La Figura 19 pone de manifiesto que la respuesta a la deformacio´n en caliente
del acero UHC-1.3 %C se caracteriza por un fuerte incremento de la tensio´n hasta
un valor pico, seguido de un decaimiento a estado estacionario previo a rotura. Se
sabe que en general, este comportamiento esta´ caracterizado por la presencia de
un intenso endurecimiento por deformacio´n y restauracio´n dina´mica seguidos de
recristalizacio´n dina´mica a partir de cierto valor de deformacio´n [7] (pp. 28), [35].
Por otro lado, algunos investigadores han corroborado la presencia de recristalizacio´n
dina´mica en condiciones de conformado parecidas a las empleadas en este trabajo y
en aceros de similares caracter´ısticas al estudiado en este trabajo [36]. En cualquier
caso, existen evidencias experimentales [37], [38] que indican que la microestructura
en este tipo de aceros se caracteriza por la presencia de una red de carburos que
4.3. Correccio´n de calentamiento adiaba´tico 87
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0
20
40
60
80
100
120
140
Deformación e
Te
ns
ió
n
s
, (
M
Pa
)
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0
20
40
60
80
100
120
140
Deformación e
Te
ns
ió
n
s
, (
M
Pa
)
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0
30
60
90
120
150
180
Deformación e
Te
ns
ió
n
s 
(M
Pa
)
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0
30
60
90
120
150
180
Deformación e
Te
ns
ió
n
s 
(M
Pa
)
950ºC1000ºC1050ºC
1100ºC1150ºC1200ºC
1000ºC1050ºC
1100ºC1150ºC1200ºC1150ºC1200ºC 1100ºC
1050ºC 1000ºC 950ºC
1100ºC1150ºC1200ºC
1050ºC 1000ºC
a) b)
c) d)
Figura 19. Curvas tensio´n-deformacio´n para el acero UHC-1.3 %C a distintas tem-
peraturas y a a) 2 s−1, b) 5 s−1, c) 10 s−1 y d) 25.6 s−1. Las l´ıneas gruesas son las
curvas isotermas (corregidas de calentamiento adiaba´tico) y las l´ıneas finas son las
adiaba´ticas (curvas sin corregir).
puede alcanzar hasta el 30 % de fraccio´n volume´trica. Se sabe que en general, la
presencia significativa de estos carburos retarda el inicio del proceso de recristali-
zacio´n dina´mica y tambie´n disminuye su efecto. Por otro lado, la Figura 19 revela
que las curvas tensio´n-deformacio´n presentan un estado estacionario ma´s claro en
condiciones isotermas que adiaba´ticas.
La Figura 20 muestra que el acero HNS presenta un comportamiento similar al
descrito para el acero UHC-1.3 %C. Por tanto, en el acero HNS, se considera que
el endurecimiento por deformacio´n, la restauracio´n y recristalizacio´n dina´micas son
los procesos de endurecimiento y ablandamiento que se desarrollan con la deforma-
cio´n. El comportamiento descrito es comu´n a todas las temperaturas excepto a 900
oC, donde existen resultados experimentales que revelan que a esta temperatura la
recristalizacio´n no toma parte en el proceso de deformacio´n [39]. La baja ductilidad
a 900 oC se ha atribuido al gran taman˜o de grano de la austenita inicial [40].
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Figura 20. Curvas tensio´n-deformacio´n para el acero HNS a distintas temperaturas
y a a) 0.005 s−1, b) 0.05 s−1, c) 0.5 s−1 y d) 5 s−1. Las l´ıneas gruesas son las
curvas isotermas (corregidas de calentamiento adiaba´tico) y las l´ıneas finas son las
adiaba´ticas (curvas sin corregir).
De nuevo, la Figura 20 pone de manifiesto que las curvas tensio´n-deformacio´n
presentan un estado estacionario ma´s claro y definido tras realizar la correccio´n por
calentamiento adiaba´tico y obtener por tanto condiciones isotermas para el proceso
de deformacio´n.
La Figura 21 revela que la respuesta del acero superduplex SA se caracteriza
por un aumento de la tensio´n hasta alcanzar un cierto valor pico al que le sigue
una regio´n de ablandamiento que finalmente llega a ruptura. En este acero no se
distingue un estado estacionario claro para la tensio´n que se puede atribuir a la
presencia de distintas fases en el material. En cualquier caso, este tipo de curvas se
suelen asociar con la presencia de recristalizacio´n dina´mica a partir de cierto valor
de deformacio´n. En este sentido, otros trabajos han determinado la presencia de
recristalizacio´n dina´mica en las fases austen´ıtica y ferr´ıtica en aceros de similares
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Figura 21. Curvas tensio´n-deformacio´n para el acero superduplex SA a distintas
temperaturas y a a) 2 s−1, b) 5 s−1, c) 10 s−1, d) 15 s−1, e) 20 s−1, f) 24 s−1 y g)
25.6 s−1. Las l´ıneas gruesas son las curvas isotermas (corregidas de calentamiento
adiaba´tico) y las l´ıneas finas son las adiaba´ticas (curvas sin corregir).
caracter´ısticas [41], [42]. Tales evidencias sugieren que al igual que en los otros dos
aceros el endurecimiento por deformacio´n, la restauracio´n y recristalizacio´n dina´mi-
cas toman parte en el proceso de deformacio´n.
Las Tablas 1 y 2 muestran el incremento de tensio´n en un cierto valor de deforma-
cio´n obtenido por aplicacio´n del algoritmo iterativo de correccio´n de calentamiento
adiaba´tico a diferentes condiciones de conformado para los aceros UHC-1.3 %C y
HNS respectivamente. En concreto la Tabla 1 (UHC-1.3 %C) los valores de defor-
macio´n son (a) ε = 1 y (b) ε = 3 y para la Tabla 2 (HNS) se tiene que (a) ε =1.5
y (b) ε = 3. Se observa que en ambos aceros el incremento de tensio´n es alrededor
del 7 % para el primer valor de deformacio´n y mayor incluso del 15 % para ε = 3.
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Figura 21. (Continuacio´n).
Las Tablas 1 y 2 tambie´n ponen de manifiesto que para los dos aceros, la dife-
rencia de tensio´n aumenta con el incremento de la deformacio´n y de la velocidad de
deformacio´n y la disminucio´n de la temperatura. Resultados similares se encuentran
para el acero superduplex SA.
Estos resultados muestran la importancia de la correccio´n por calentamiento
adiaba´tico pues se obtienen diferencias significativas en la tensio´n entre las condi-
ciones adiaba´ticas e isotermas.
La Figura 22 muestra la evolucio´n con la deformacio´n de los incrementos de
temperatura calculados con el algoritmo iterativo disen˜ado a 5 s−1 para a) acero
UHC-1.3 %C y b) acero HNS y diferentes temperaturas iniciales. Se puede observar
un comportamiento cuasi lineal del incremento de temperatura como funcio´n de la
deformacio´n. Resultados cualitativamente similares se pueden encontrar para tempe-
raturas medias y bajas en otros aceros [43], [44]. La Figura 22 revela que el aumento
de temperatura es ma´s intenso en el acero HNS que en el acero UHC-1.3 %C.
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Velocidad de
deformacio´n, s−1
Temperatura, oC
950 1000 1050 1100 1150 1200
(a) 2 5.4 2.1 1.9 1.8 0.9 0.9
5 – 3.7 2.7 1.4 1.2 1.0
10 5.5 3.2 2.6 2.3 0.9 1.1
25.6 6.5 2.8 2.5 2.3 1.4 1.3
(b) 2 12.2 6.2 5.9 5.7 3.1 2.7
5 – 8.5 6.3 6.1 3.3 2.8
10 14.1 8.9 7.7 7.6 3.5 3.3
25.6 16.8 9.4 9.3 7.8 7.3 6.2
Tabla 1. Incremento de tensio´n (MPa) calculado por el algoritmo iterativo de co-
rreccio´n de calentamiento adiaba´tico para el acero UHC-1.3 %C a (a) ε = 1 y (b)
ε = 3 para todos los valores T y ε˙ considerados.
Velocidad de
deformacio´n, s−1
Temperatura, oC
975 1050 1125 1200
(a) 0.005 5.9 4.1 1.5 1
0.05 10.4 10.9 2.8 1.8
0.5 – 11.1 7.3 3.1
5 – 16.9 6.8 3.7
(b) 0.005 – 8.6 2.5 1.8
0.05 – 20.2 5.6 3.4
0.5 – 19.7 10.2 5.1
5 – 24.5 12.9 9.2
Tabla 2. Incremento de tensio´n (MPa) calculado por el algoritmo iterativo de co-
rreccio´n de calentamiento adiaba´tico para el acero HNS a (a) ε =1.5 y (b) ε = 3
para todos los valores T y ε˙ considerados.
Esto es debido a que hay una mayor cantidad de energ´ıa meca´nica (mayor tensio´n)
disponible para ser convertida en calor en el primero de los materiales. En particular,
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Figura 22. Evolucio´n con la deformacio´n del incremento de temperatura calculado
por el algoritmo iterativo a 5 s−1 y distintas temperaturas iniciales T0 para a) acero
UHC-1.3 %C y b) acero HNS.
en el acero UHC-1.3 %C (Figura 22a) para ε = 3 el incremento de temperatura es
de 21 oC para una temperatura inicial de 1200 oC y de 39 oC cuando la temperatura
inicial es de 1050 oC. En el acero HNS (Figura 22b) para ε = 3 el incremento de
temperatura var´ıa desde un valor mı´nimo de 28 oC para una temperatura inicial de
1200 oC hasta una ma´ximo de 65 oC para una temperatura inicial de 1050 oC.
La Figura 23 muestra el incremento de temperatura y su cota superior a 0.5 s−1
y diferentes temperaturas iniciales para el acero HNS. La l´ınea gruesa representa la
cota superior para el incremento de temperatura calculada con la ecuacio´n (4.28)
y la l´ınea fina muestra el incremento de temperatura obtenido de la aplicacio´n del
algoritmo iterativo para la correccio´n por calentamiento adiaba´tico. Segu´n lo espera-
do, la cota superior se encuentra siempre por encima del incremento de temperatura
calculado. Se han obtenido los valores de n =6.43 y α =0.0055 MPa−1del ajuste
previo de la ecuacio´n de Garofalo con el algoritmo RCR [20], [21] pues estos valores
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Figura 23. Evolucio´n con la deformacio´n de la cota superior para el incremento
de temperatura (l´ınea gruesa y ecuacio´n (4.28)) y del incremento de temperatura
calculado por el algoritmo iterativo (representado por la l´ınea fina) para 0.5 s−1 y
diferentes temperaturas iniciales. Acero HNS.
son necesarios para calcular ∆T en (4.28). Resultados similares a los expuestos en
la Figura 23 se han obtenido en los otros dos aceros.
La Tabla 3 muestra la valores obtenidos para la deformacio´n de inicio de ines-
tabilidad pla´stica calculados mediante la ecuacio´n (4.34) en funcio´n de T y ε˙ para
el acero UHC-1.3 %C. Los valores utilizados en la constantes de la ecuacio´n (4.34)
son n =3.02 y Q =201.01 kJ/mol que proceden del ajuste previo de la ecuacio´n de
Garofalo con el me´todo RCR [20], [21] y θ¯ =0.17 que se obtiene como valor medio
del ajuste de la fo´rmula potencial a las curvas tensio´n-deformacio´n hasta la deforma-
cio´n de pico. La Tabla 3 revela que la deformacio´n de inicio de inestabilidad pla´stica
aumenta con el incremento de T y/o la disminucio´n de ε˙. Este resultado esta´ de
acuerdo con otros trabajos que indican que la localizacio´n de flujo se favorece en los
procesos de deformacio´n donde el calentamiento adiaba´tico es ma´s intenso [45].
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Temperatura, oC
950 1000 1050 1100 1150 1200
Velocidad de
deformacio´n, s−1
∖
Ecuacio´n
(4.34)
σin =
183.3
ε
σin =
198.5
ε
σin =
214.4
ε
σin =
231.0
ε
σin =
248.1
ε
σin =
265.8
ε
2 1.8 2.6 3.1 3.8 4.7 6.4
5 – 2.1 2.7 3.1 4.5 5.2
10 1.4 1.8 2.3 2.9 3.6 4.3
25.6 1.1 1.5 1.9 2.3 3.1 3.9
Tabla 3. Deformacio´n de inicio de inestabilidad εin a diferentes T y ε˙ en el acero
UHC-1.3 %C de acuerdo con la ecuacio´n (4.34).
Los valores de inicio de inestabilidad pla´stica presentados en la Tabla 3 evi-
dencian que las curvas tensio´n-deformacio´n adiaba´ticas no se pueden corregir hasta
la deformacio´n u´ltima empleando el esquema propuesto. En este sentido, segu´n se
muestra en las Figuras 19, 20 y 21 la correccio´n de calentamiento adiaba´tico se ha
realizado hasta un valor de deformacio´n εf,corr que se ha determinado empleando la
informacio´n que nos proporciona el ana´lisis anterior junto con la observacio´n directa
de las curvas tensio´n-deformacio´n adiaba´ticas. As´ı, por lo general, la correccio´n por
calentamiento adiaba´tico se ha realizado hasta el punto donde se observa un claro
cambio de comportamiento en la curva hacia rotura.
Finalmente, la Figura 24 muestra una comparacio´n entre dos me´todos de co-
rreccio´n de calentamiento adiaba´tico. El primero es el me´todo tradicional donde la
tensio´n se corrige con las ecuaciones (4.16) y (4.18). Esto corresponde en la Figu-
ra 24 con las dos curvas de abajo. El otro me´todo es el propuesto en este trabajo
que emplea el algoritmo iterativo descrito. Se debe mencionar que las curvas sin
corregir no son las mismas pues en el me´todo tradicional la tensio´n sin corregir se
calculo´ empleando n′ = 0 y m′ =0.23, ecuaciones (4.13) y (4.14), mientras que en
me´todo propuesto se considero´ el algoritmo de conversio´n descrito en el punto 4.2.2
(n′ y m′ como funcio´n de T , ε y ε˙). Se observa que con el me´todo propuesto se
obtiene un plateau en las curvas tensio´n-deformacio´n. Este resultado sugiere que un
estado estacionario puede estar presente en las curvas de torsio´n incluso cuando se
observa una fuerte ca´ıda de la tensio´n en condiciones adiaba´ticas.
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Figura 24. Comparacio´n entre los dos me´todos de correccio´n por calentamiento
adiaba´tico a 1200 oC y 5 s−1 en el acero HNS.
4.4. Conclusiones
1. El me´todo matema´tico desarrollado para la conversio´n de datos de torsio´n
pone de manifiesto la variacio´n de los para´metros n′ y m′ con la temperatura,
la deformacio´n y la velocidad de deformacio´n en los materiales estudiados.
2. La hipo´tesis de simplificacio´n que consiste en asumir que los para´metros de
endurecimiento por deformacio´n y sensibilidad a la velocidad de deformacio´n
para el par, n′ y m′ respectivamente, son constantes del material puede llevar
a errores en la determinacio´n de la tensio´n que pueden alcanzar hasta el 10 %
para los materiales estudiados.
3. Se ha cuantificado la influencia de los distintos me´todos de conversio´n para
tensio´n y deformacio´n. Los me´todos de conversio´n de la deformacio´n de von
Mises y Eichinger proporcionan grandes diferencias para altas deformaciones
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y afectan sensiblemente a la forma relativa de la curva tensio´n-deformacio´n.
Por otro lado, los me´todos de von Mises y Tresca para la tensio´n tienen poca
influencia en la curva.
4. La correccio´n por calentamiento adiaba´tico lleva a diferencias en la tensio´n que
pueden ser mayores del 15 % en los aceros estudiados, poniendo de manifiesto
la importancia del calentamiento adiaba´tico, especialmente a altas deforma-
ciones.
5. La correccio´n de calentamiento adiaba´tico aplicada a los aceros UHC-1.3 %C
y HNS revela un claro estado estacionario entre 2 y 4 en las curvas tensio´n-
deformacio´n que no era perceptible antes de corregir.
6. La morfolog´ıa de las curvas tensio´n-deformacio´n sugieren que el endurecimien-
to por deformacio´n y la restauracio´n dina´mica son los u´nicos procesos de en-
durecimiento y ablandamiento que intervienen en la respuesta meca´nica a la
deformacio´n de la aleacio´n de Aluminio AA3005 en el rango de condiciones de
conformado estudiadas. Por otro lado, la recristalizacio´n dina´mica se agrega a
los procesos anteriores en los tres aceros considerados.
7. La aplicacio´n conjunta de los algoritmos de conversio´n y correccio´n de datos
de torsio´n representan una mejora sobre los me´todos tradicionales ya que se
han minimizado las imprecisiones asociadas a e´stos u´ltimos.
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Cap´ıtulo 5
Propuesta de un nuevo modelo
fenomenolo´gico y diferencial para
la deformacio´n en caliente (MCC)
y su validacio´n matema´tica
5.1. Introduccio´n
La revisio´n realizada en el Cap´ıtulo 2 sobre modelos fenomenolo´gicos y diferen-
ciales para la deformacio´n en caliente de metales puso de manifiesto la multitud
de planteamientos que se han presentado durante las u´ltimas de´cadas y el papel
secundario que en general han tenido las te´cnicas de Optimizacio´n en este marco de
trabajo.
En este sentido, es importante advertir que aquellos modelos que incluyen el en-
durecimiento por deformacio´n, la restauracio´n dina´mica y la recristalizacio´n dina´mi-
ca [1], [2], [3] suelen dividir la curva tensio´n-deformacio´n en dos partes, antes y des-
pue´s del inicio de la recristalizacio´n dina´mica. Cada una de las partes se estudia de
manera separada. El motivo de esta segregacio´n se debe al hecho de que trabajar
con la totalidad de la curva tensio´n-deformacio´n complica el problema matema´tico
asociado a la identificacio´n de para´metros del modelo.
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Por otro lado, existen pocos trabajos [4], [5] que integren los procesos de endure-
cimiento por deformacio´n, restauracio´n y recristalizacio´n dina´mica y los consideren
de manera conjunta. En estos estudios los modelos suelen depender de un eleva-
do nu´mero de para´metros y ecuaciones diferenciales lo que dificulta el proceso de
optimizacio´n y puede comprometer la unicidad de solucio´n del problema.
La exposicio´n anterior sugiere disen˜ar un nuevo modelo, llamado MCC, que
sea capaz de reproducir las curvas tensio´n-deformacio´n obtenidas en el Cap´ıtulo
4 considerando los procesos de endurecimiento y ablandamiento mencionados de
manera integral. El a´mbito de trabajo es el macrosco´pico y se pretende que el modelo
dependa de pocos para´metros para afrontar con e´xito su identificacio´n.
Es por ello que en este cap´ıtulo se distinguen dos partes principales. La primera
tiene como propo´sito principal disen˜ar el nuevo modelo fenomenolo´gico y diferencial
MCC para predecir la respuesta meca´nica de los materiales estudiados bajo condicio-
nes de deformacio´n en caliente. Los objetivos de la segunda parte son la elaboracio´n
de un algoritmo de minimizacio´n espec´ıficamente disen˜ado para la identificacio´n de
los para´metros del modelo MCC y la validacio´n matema´tica del modelo.
5.2. Modelo propuesto en esta tesis (modelo MCC)
El modelo que se propone en esta tesis incluye los procesos de endurecimiento
por deformacio´n, restauracio´n y recristalizacio´n que se desarrollan durante la de-
formacio´n en caliente mono´tonica de metales. Posee las siguientes caracter´ısticas
principales:
1. Considera de manera integral la curva tensio´n-deformacio´n en correspondencia
con la continuidad del proceso f´ısico de deformacio´n. No plantea disgregacio´n
cuando se trata la identificacio´n de para´metros lo que puede aumentar los
errores en la prediccio´n.
2. Tiene cara´cter diferencial, es decir, involucra una ecuacio´n diferencial con el
afa´n de considerar las condiciones transitorias y estacionarias para la defor-
macio´n.
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3. Se desarrolla en un marco fenomenolo´gico que es el ma´s adecuado cuando se
trata de describir la respuesta meca´nica de distintos materiales bajo condicio-
nes de alta temperatura y alta velocidad de deformacio´n.
4. Prioriza la precisio´n en la simulacio´n de la respuesta meca´nica macrosco´pica
del metal sometido a deformacio´n a la consideracio´n de los feno´menos microes-
tructurales que se desarrollan. De ah´ı que considere una u´nica variable interna
que resume la contribucio´n en la respuesta meca´nica de los procesos de endu-
recimiento por deformacio´n y restauracio´n dina´mica y que an˜ada una nueva
variables interna cuando se agrega la recristalizacio´n dina´mica.
5. Esta´ compuesto por una ecuacio´n constitutiva que liga la temperatura, velo-
cidad de deformacio´n y tensio´n y una ecuacio´n diferencial que rige el compor-
tamiento de la/s variable/s interna/s.
6. Desde el punto de vista matema´tico, incluye la posibilidad de que los para´me-
tros del modelo MCC dependan de las variables de conformado T y ε˙. Se
obtiene as´ı una matriz de para´metros que en asociacio´n con propiedades f´ısi-
cas del material se puede estudiar por te´cnicas de ana´lisis multivariante (ver
Cap´ıtulo 6).
Se presentan a continuacio´n las ecuaciones del modelo MCC que sera´n justifica-
das en el punto 5.3.
Modelo MCC para endurecimiento por deformacio´n y res-
tauracio´n dina´mica (MCC simplificado)
ε˙ = A exp
(−Q
RT
)
sinhn
(
σ
F1
)
F˙1 =
dF1
dt
= ε˙c1F1
(
1− F1
F ∗1
)
(5.1)
F1 (0) = F0 libre (para´metro a determinar)
Para´metros de los que depende el modelo(3): {F0, c1, F ∗1 }, pues A, Q
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y n esta´n fijadas por el ajuste previo de la ecuacio´n de Garofalo en estado
estacionario.
Modo de determinacio´n de los para´metros: Algoritmo de optimizacio´n
basado en el gradiente (ver punto 5.9).
Ensayos requeridos para el ajuste: Ensayos de torsio´n a temperatura y
velocidad de deformacio´n constantes.
Modelo MCC para endurecimiento por deformacio´n, restau-
racio´n dina´mica y recristalizacio´n dina´mica
ε˙ = A exp
(−Q
RT
)
sinhn
(
σ
F1 − F2
)
F˙1 =
dF1
dt
= ε˙c1F1
(
1− F1
F ∗1
)
− F2 ∀t ∈ (t0, tf ] (5.2)
F1 (0) = F0 libre (para´metro a determinar)
F2(t) = k1
[
1− exp
(
− ln 2
(〈
ε˙t− εp
ε50 − εp
〉)nd)]
∀t ∈ (t0, tf ]
Para´metros de los que depende el modelo (6):
{F0, c1, F ∗1 , k1, nd, ε50} ,
pues A, Q y n esta´n fijadas por el ajuste previo de la ecuacio´n de Garofalo en
estado estacionario. La identificacio´n de para´metros se realiza en un subcon-
junto de R6.
Modo de determinacio´n de los para´metros: Algoritmo de optimizacio´n
basado en el gradiente (ver punto 5.9).
Ensayos requeridos para el ajuste: Ensayos de torsio´n a temperatura y
velocidad de deformacio´n constantes.
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5.3. Justificacio´n del modelo MCC
La justificacio´n f´ısico-metalu´rgica del modelo propuesto MCC se realiza en dos
partes. En la primera fase (punto 5.3.1), el disen˜o del modelo se argumenta conside-
rando exclusivamente los procesos de endurecimiento por deformacio´n y restauracio´n
dina´mica. Como resultado de esta parte se obtienen las ecuaciones (5.1) que consti-
tuyen el modelo MCC simplificado. Despue´s, en la segunda fase del disen˜o, realizada
en el punto 5.3.2, se an˜ade a los procesos anteriores el efecto de ablandamiento por
recristalizacio´n dina´mica, obteniendo as´ı las ecuaciones dadas en (5.2) que confor-
man el modelo MCC.
5.3.1. El endurecimiento por deformacio´n y la restauracio´n
dina´mica en el modelo MCC
En este caso, el modelo involucra una u´nica variable interna F1 que representa
la resistencia del material a deformarse debida a la competicio´n entre los procesos
de endurecimiento por deformacio´n y restauracio´n dina´mica. El modelo propuesto
se estructura segu´n el siguiente marco
ε˙ = f (χ, σ, T, F1) (5.3)
F˙1 = g(χ, ε˙, F1) (5.4)
con f y g funciones a disen˜ar y χ el vector de para´metros de los que depende el
modelo.
La ecuacio´n constitutiva 5.3
La ecuacio´n propuesta que liga las variables temperatura T , velocidad de defor-
macio´n ε˙ y tensio´n σ es la siguiente
ε˙ = A exp
(−Q
RT
)
sinhn
(
σ
F1
)
(5.5)
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donde A, Q, n son constantes del material. La ecuacio´n se ha establecido en corres-
pondencia con la relacio´n constitutiva de Garofalo
ε˙ = A exp
(−Q
RT
)
sinhn (ασ) (5.6)
con el objetivo de aumentar la capacidad de ajuste y prediccio´n respecto a la ley
potencial [6].
En l´ınea con los trabajos de Miller-Sherby [7], Anand y colaboradores [8], [9] y
Zhou-Clode [10] el para´metro α en (5.6) se ha sustituido por
1
F1
con F1 la variable
interna macrosco´pica cuya valor describe el resultado neto que se obtiene de la
competicio´n entre el WH y DRV que ocurre en el material durante la deformacio´n:
F1 =
Endurecimiento por
deformacio´n (WH)
− Restauracio´n
dina´mica (DRV)
.
La variable interna F1 se supone dependiente de los para´metros del modelo χ, de
la deformacio´n ε, la velocidad de deformacio´n ε˙, de la temperatura T y del propio
valor de F1
F1 = g (χ, ε, ε˙, T, F1)
en concordancia con la dependencia de los procesos metalu´rgicos que representa con
las variables de conformado.
La analog´ıa entre F1 y la influencia de los procesos metalu´rgicos en la respuesta
meca´nica se puede establecer en el marco dado por la teor´ıa de la variable interna
[11]. As´ı, la variable F1 se puede considerar como representativa del estado microes-
tructural pues e´ste es el responsable de la resistencia del material a la deformacio´n.
La ecuacio´n diferencial 5.4 para F1
En esta tesis se defiende la ecuacio´n log´ıstica para modelar la interaccio´n entre
el endurecimiento por deformacio´n y la restauracio´n dina´mica. La estructura ba´sica
de esta ecuacio´n es la siguiente
dF1
dt
= F1R(F1) (5.7)
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donde R(F1) es una funcio´n con las siguientes propiedades
R(F1) ' r con r una constante cuando F1 toma valores pequen˜os,
R(F1) disminuye segu´n F1 aumenta y,
R(F1) −→ 0 para valores de tiempo grandes.
Las ecuaciones de tipo log´ıstico se han aplicado con e´xito en diferentes a´mbitos
como biolog´ıa, demograf´ıa, economı´a, medicina, ecolog´ıa o qu´ımica. Basa sus or´ıge-
nes en los trabajos sobre dina´mica de poblaciones del matema´tico P.F. Verhulst en
la primera mitad del siglo XIX. Su uso se generalizo´ con los trabajos Lokta-Volterra
tambie´n en dina´mica de poblaciones y modelos depredador-presa que se realizaron
casi un siglo despue´s. La ecuacio´n log´ıstica se ha empleado histo´ricamente para mo-
delar cualquier variable cuyo crecimiento se ralentiza con el paso del tiempo hasta
llegar a estado estacionario como resultado de la competicio´n de varios procesos
entre s´ı. Es por ello, que esta ecuacio´n es adecuada para modelar la resistencia del
material a deformarse.
En particular, para cada ensayo de torsio´n, donde la velocidad de deformacio´n ε˙
y la temperatura T son constantes, se ha disen˜ado la siguiente ecuacio´n diferencial
para la variable interna F1
F˙1 =
dF1
dt
= ε˙c1F1
(
1− F1
F ∗1
)
(5.8)
F1 (0) = F0 libre
con F0, c1 y F
∗
1 para´metros del material que en principio dependen de ε˙ y T . El
para´metro F ∗1 representa un valor de saturacio´n para F1 de manera que F1 ≤ F ∗1
y F1 tiende a F
∗
1 para valores de tiempo grandes. La ecuacio´n (5.8) responde a un
formato log´ıstico. Es trivial comprobar que la funcio´n
ε˙c1
(
1− F1
F ∗1
)
cumple con las propiedades establecidas para R(F1) en (5.7).
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La razo´n principal que justifica el empleo de la ecuacio´n log´ıstica se basa en que
los procesos metalu´rgicos WH y DRV se consideran competitivos entre s´ı. En este
sentido, la relacio´n existente entre el WH y DRV y el movimiento y generacio´n de
las dislocaciones en el interior del material esta´ condicionada por el hecho de que
un anclaje de e´stas asociado a WH se autolimita en mayor o menor medida por la
aniquilacio´n o trepado asociado a DRV.
La estructura de la ecuacio´n diferencial dada en (5.8) implica que el modelo sea
va´lido bajo las siguientes hipo´tesis.
1. La velocidad de endurecimiento neto por deformacio´n en los primeros instan-
tes de comportamiento pla´stico es proporcional al valor de F1, es decir a la
resistencia meca´nica del material a la deformacio´n. La constante de propor-
cionalidad viene dada por el para´metro c1. Se dota as´ı a c1 de un significado
claro: cuanto mayor sea su valor el endurecimiento por deformacio´n del mate-
rial sera´ superior.
Para validar esta hipo´tesis, en la Tabla 1 se realiza un estudio comparativo entre
el modelo propuesto MCC y los modelos de Kocks-Mecking y Estrin-Mecking que
son aque´llos que ma´s se han empleado por los investigadores. En particular, La Tabla
1 muestra la solucio´n anal´ıtica de las ecuaciones diferenciales de los modelos KM
y EM y del modelo propuesto considerando exclusivamente el endurecimiento por
deformacio´n.
Las soluciones anal´ıticas para las ecuaciones diferenciales dadas en la Tabla 1
revelan que el comportamiento del modelo propuesto considerando u´nicamente el
proceso de endurecimiento por deformacio´n es similar al obtenido con los modelos
KM y EM sobretodo a bajas deformaciones. El desarrollo de Taylor de la solucio´n
anal´ıtica obtenida para el planteamiento propuesto MCC manifiesta la analog´ıa con
la solucio´n cuadra´tica del modelo KM. El estudio comparativo entre las soluciones
muestra que c1 juega un papel similar a k1 y que el para´metro F0 se puede asociar
con ρ0 en los modelos KM y EM. Se pone por consiguiente en evidencia la analog´ıa
existente entre el modelo MCC y los modelos KM y EM.
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Endurecimiento por deformacio´n
Modelo de Kocks-Mecking
ρ˙ = k1
√
ρ ρ(0) = ρ0
Solucio´n
ρ (ε) = ρ0 +
√
ρ0k1ε+
1
4
k21ε
2
Modelo de Estrin-Mecking
ρ˙ = U ρ(0) = ρ0
Solucio´n
ρ (ε) = ρ0 + ρ0Uε
Planteamiento propuesto (modelo MCC)
dF1
dt
= ε˙c1F1 F1(0) = F0 libre
Solucio´n
F1 (ε) = F0 exp (c1ε) = F0 + F0c1ε+
1
2
c1F0ε
2 + ...
Tabla 1. Analog´ıa entre los modelos KM y EM y el planteamiento propuesto en el
proceso de endurecimiento por deformacio´n.
2. La tasa de endurecimiento neto relativo del material F˙1
F1
con la deformacio´n es
proporcional a la diferencia (F ∗1 − F1).
Este hecho se recoge en la estructura de la ecuacio´n diferencial del siguiente
modo
F˙1
F1
= ε˙c1
(
1− F1
F ∗1
)
= K (F ∗1 − F1)
con K = ε˙c1
F ∗1
una constante si se fija la temperatura T y la velocidad de deformacio´n
ε˙. El significado desde un punto de vista f´ısico es que la velocidad de endurecimiento
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neto es menor segu´n el material se aproxima al estado estacionario para la deforma-
cio´n ya que la diferencia F ∗1 −F1 tambie´n lo es. Es bien sabido que durante la etapa
transitoria el resultado neto entre el anclaje de dislocaciones por WH y la aniqui-
lacio´n o reacomodacio´n de e´stas por DRV tiende a disminuir segu´n la deformacio´n
avanza, resultando en una velocidad de endurecimiento neto del material cada vez
menor (ver Figura 1, Cap´ıtulo 2).
3. El modelo es autolimitante en el sentido de que el comportamiento a largo
plazo de F1 es tender hacia el valor de saturacio´n F
∗
1 de igual manera que el
valor de la tensio´n se aproxima a estado estacionario.
l´ım
ε−→εss
F1 (ε) = F
∗
1 ⇐⇒ l´ım
ε−→εss
σ (ε) = σss
El comportamiento autolimitante del modelo MCC es comu´n al resto de modelos
presentados en el Cap´ıtulo 2 y en particular a los modelos KM y EM segu´n se muestra
a continuacio´n.
La ecuacio´n diferencial dada en (5.8) admite solucio´n anal´ıtica. La Tabla 2 mues-
tra la comparacio´n entre las soluciones de las ecuaciones diferenciales en los modelos
KM y EM y la ecuacio´n dada por el modelo propuesto en esta tesis. La Tabla 2 revela
que las soluciones de los modelos KM y EM son cualitativamente parecidas.
La razo´n de esta similitud se debe a que desde un punto de vista matema´tico
la ecuacio´n diferencial en el modelo EM se obtiene de KM realizando el cambio de
variable
√
ρKM = ρEM .
Si se reordenan los te´rminos en la solucio´n para el modelo EM (ver Tabla 2) se
tiene que
ρEM (ε) =
k1
k2
+
(
ρEM0 −
k1
k2
)
exp (−k2ε) ,
donde se observa que la variable ρEM (ε) depende principalmente del comportamien-
to de la funcio´n exponencial negativa exp (−k2ε) y adema´s para ε grande se obtiene
el valor de saturacio´n
ρEM (ε) ' k1
k2
.
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Endurecimiento por deformacio´n-restauracio´n dina´mica
Modelo de Kocks-Mecking
dρKM
dε
= k1
√
ρKM − k2ρKM ρKM(0) = ρKM0
Solucio´n
ρKM (ε) =
[√
ρKM0 exp
(−1
2
k2ε
)
+ k1
k2
(
1− exp (−1
2
k2ε
))]2
Modelo de Estrin-Mecking
dρEM
dε
= k1 − k2ρ ρ(0) = ρ0
Solucio´n
ρEM (ε) = ρEM0 exp (−k2ε) +
(
k1
k2
)
(1− exp (−k2ε))
Planteamiento propuesto (modelo MCC)
F˙1 = ε˙c1F1
(
1− F1
F ∗1
)
F1(0) = F0 libre
Solucio´n
F (ε) =
F ∗1F0 exp (c1ε)
F ∗1 + F0 (exp (c1ε)− 1)
Tabla 2. Analog´ıa entre los modelos KM y EM y el planteamiento propuesto en los
procesos de endurecimiento por deformacio´n y restauracio´n dina´mica.
En el caso del planteamiento propuesto para el modelo de esta tesis se encuentra
un comportamiento similar pues si se reordenan los te´rminos de la solucio´n presen-
tada en la u´ltima fila de la Tabla 2 se tiene que
F1 (ε) =
F ∗1
1 +
(
F ∗1 − F0
F0
)
exp(−c1ε)
,
donde nuevamente se observa que el comportamiento de la variable interna F1(ε)
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esta´ regido principalmente por la funcio´n exp(−c1ε). Asimismo para valores grandes
de ε
F1 (ε) ' F ∗1 .
Finalmente destacar como novedad que el para´metro F0, condicio´n inicial para
la ecuacio´n diferencial, se ha supuesto libre, es decir, se tiene que determinar en
la identificacio´n de los para´metros. Este para´metro esta´ asociado al valor de l´ımite
ela´stico que generalmente esta´ sometido a altas tasas de incertidumbre sobre todo en
el a´mbito de alta temperatura de materiales experimentales. Es cierto que conocido
el valor de l´ımite ela´stico σY es sencillo determinar la cantidad F0 pues de (5.5) se
sigue que
F0 =
σY
ξ
(5.9)
con
ξ = sinh−1
(
ε˙
A
exp
(
Q
RT
)) 1
n
una constante fijado el valor de ε˙ y T . El hecho de realizar la determinacio´n en la
ecuacio´n (5.9), como es comu´n en los modelos que emplean la ecuacio´n de Garofalo
y revisados en el Cap´ıtulo 2, supone depender de un para´metro menos lo que dis-
minuye la dimensionalidad del modelo y por consiguiente facilita la resolucio´n del
problema de identificacio´n de para´metros. No obstante dar por prefijada la condi-
cio´n inicial con cierto error puede afectar gravemente a la capacidad de ajuste del
modelo pues es bien sabido que la evolucio´n de una variable regida por una ecuacio´n
diferencial esta´ fuertemente condicionada por el valor de la condicio´n inicial.
5.3.2. La inclusio´n de la recristalizacio´n dina´mica en el mo-
delo MCC
La incorporacio´n del efecto de la recristalizacio´n dina´mica (DRX) en el modelo
diferencial (5.1) se ha realizado considerando una nueva variable interna macrosco´pi-
ca que se ha denotado por F2. El nuevo modelo ampliado utiliza como base el dado
en (5.1) de manera que la inclusio´n de DRX se puede considerar como la adicio´n de
un nuevo mo´dulo al modelo soporte.
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La variable F2 al igual que el proceso de DRX depende de los para´metros del
modelo χ, la deformacio´n ε, la velocidad de deformacio´n ε˙ y la temperatura T
F2 = F2 (χ, ε, ε˙, T ) .
La recristalizacio´n dina´mica es un proceso de ablandamiento del material por
lo que el efecto de F2 es una disminucio´n de la resistencia meca´nica del material a
ser deformado. De ah´ı que la variable interna F2 se incorpore como sustraendo a F1
en la ecuacio´n constitutiva (5.5). De este modo la ecuacio´n constitutiva (5.5) queda
como
ε˙ = A exp
(−Q
RT
)
sinhn
(
σ
F1 − F2
)
. (5.10)
Se ha considerado que el efecto en la resistencia meca´nica del material a ser
deformado causado por la presencia de DRX es proporcional a la fraccio´n de volumen
recristalizado X. Esta misma hipo´tesis se ha supuesto y validado en otros trabajos
que estudian la deformacio´n en presencia de DRX [1], [2], [3], [12] y [13]. As´ı se tiene
que
F2 = k1X (5.11)
con k1 una constante para ε˙ y T fijos.
El inicio de DRX se ha supuesto en la deformacio´n de pico εp como en [12], [13]
(ver Figura 2, Cap´ıtulo 2).
La evolucio´n de la fraccio´n de volumen recristalizado X se ha determinado en
base a la ecuacio´n diferencial
dX
dε
= kdε
nd (1−X) (5.12)
presentada en [2], [3]. La ecuacio´n (5.12) se ha modificado para incluir el para´metro
ε50, valor de deformacio´n para el que se alcanza el 50 % de volumen recristalizado en
l´ınea con los trabajos de [1], [12] y [13]. Adema´s se ha realizado una traslacio´n en el
eje de deformacio´n igual a εp con el objetivo de establecer que la fraccio´n de volumen
recristalizado sea 0 a este valor de deformacio´n. Con las modificaciones descritas, la
ecuacio´n diferencial que rige la evolucio´n de la DRX en el modelo MCC propuesto
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en esta tesis es
dX
dε
= K (ε− εp)n−1 (1−X) (5.13)
con K una constante fijada ε˙ y T dada por
K =
(ln 2)n
(ε50 − εp)n
La ecuacio´n (5.13) admite solucio´n anal´ıtica con ε˙ y T constantes, obteniendo la
siguiente expresio´n para X
X = 1− exp
(
− ln 2
(
ε˙t− εp
ε50 − εp
)nd)
, ε˙t ≥ εp, (5.14)
donde ε˙t = ε. La expresio´n (5.14) derivada para la obtencio´n de la fraccio´n de
volumen recristalizado X es similar a la empleada en [1] y [12] salvo por la inclusio´n
de la deformacio´n en pico εp que implica que
X(εp) = 0,
tal y como se pretend´ıa.
La combinacio´n de las ecuaciones (5.11) y (5.14) lleva a que
F2 = k1
(
1− exp
(
− ln 2
(
ε˙t− εp
ε50 − εp
)nd))
, ε˙t ≥ εp, (5.15)
con k1, nd y ε50 para´metros a determinar.
En este punto ya se ha disen˜ado la manera de incluir la variable interna F2 en
la relacio´n constitutiva (ecuacio´n (5.10)) y la evolucio´n que se propone para F2 de
acuerdo con la ecuacio´n (5.15).
Por u´ltimo, se tiene que disen˜ar la inclusio´n de la variable F2 en la ecuacio´n dife-
rencial (5.8). Para ello, se debe tener en cuenta que F2 representa un ablandamiento
del material; lo que conduce a que F2 deba incorporarse como sustraendo en (5.8)
pues F˙1 se entiende como la velocidad de la resistencia del material a deformarse.
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La ecuacio´n diferencial en presencia de DRX queda como
F˙1 = ε˙c1F1
(
1− F1
F ∗1
)
− ε˙F2 ∀t ∈ (t0, tf ] (5.16)
con
F2(t) = k1
[
1− exp
(
− ln 2
(〈
ε˙t− εp
ε50 − εp
〉)nd)]
∀t ∈ (t0, tf ] (5.17)
Destacar que la inclusio´n de la velocidad de deformacio´n ε˙ acompan˜ando a F2
en (5.16) se ha realizado para cumplir con la homogeneidad dimensional del modelo.
Adema´s se han incluido los pare´ntesis 〈·〉 cuyo significado es
〈
ε˙t− εp
ε50 − εp
〉
=

ε˙t− εp
ε50 − εp ε˙t = ε ≥ εp
0 ε < εp
con el objetivo de extender la variable F2 a todo el intervalo de deformacio´n y
as´ı plantear un modelo integral que cubre las condiciones transitorias y estacionarias
en su conjunto.
5.4. La identificacio´n de para´metros en modelos
diferenciales
En la primera parte de este cap´ıtulo se ha disen˜ado y fundamentado fenome-
nolo´gicamente el modelo diferencial que se va a emplear para reproducir la respuesta
meca´nica de los metales considerados en esta tesis. El siguiente paso es determinar
o identificar los para´metros de los que depende el modelo contrasta´ndolos con los
resultados experimentales disponibles. Se trata de un paso clave, ya que una correcta
determinacio´n de los para´metros implica una mejor adecuacio´n del modelo a los da-
tos experimentales. Como consecuencia se logra una mayor capacidad de modelado
y por tanto se dispone de una herramienta ma´s valiosa para afrontar con e´xito el
posterior disen˜o o´ptimo de los procesos de conformado de metales.
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La identificacio´n de para´metros es un problema que se debe tratar empleando
te´cnicas de optimizacio´n matema´tica.
Histo´ricamente este planteamiento no ha sido el usual pues desde el punto de
vista matema´tico la identificacio´n de para´metros no es una tarea fa´cil ya que los
modelos suelen ser altamente no lineales y se requiere un uso ingente y prolijo de
ca´lculo computacional. As´ı, en los trabajos cla´sicos de Miller y Sherby [7], Anand [8],
Zhou [10], Kocks, Estrin o Mecking [14] cuyos modelos diferenciales fueron revisados
en el Cap´ıtulo 2, la identificacio´n de para´metros conlleva un ana´lisis exhaustivo del
modelo, la realizacio´n de diferentes tipos de ensayos de torsio´n, traccio´n, compresio´n
o de salto de velocidad de deformacio´n, el ajuste parcial y secuenciado de datos
mediante rectas de regresio´n, la resolucio´n anal´ıtica de la ecuacio´n diferencial, o la
realizacio´n de aproximaciones y extrapolaciones. Todo ello implica una tarea tediosa,
costosa y que requiere un conocimiento profundo del proceso de fluencia del material
en cuestio´n. Adema´s, los para´metros obtenidos suelen estar sujetos a altas tasas de
incertidumbre redundando en la calidad de los ajustes obtenidos y en la capacidad
de prediccio´n del modelo.
Por otro lado, existen modelos ma´s generales y complejos como los de Chaboche
o Miller [15], [16], [17], ya mencionados en el Cap´ıtulo 2, que tratan de reproducir
el comportamiento del material bajo condiciones de plasticidad dependiente e inde-
pendiente del tiempo. En esta situacio´n se tienen en cuenta multitud de feno´menos
f´ısicos lo que se traduce en un considerable aumento del nu´mero de ecuaciones di-
ferenciales y del nu´mero de para´metros (hasta 30). En este contexto, la resolucio´n
matema´tica del problema de identificacio´n se vuelve extremadamente complicada y
pra´cticamente inabordable por lo que se vuelve a recurrir a las te´cnicas expuestas
en el pa´rrafo anterior con las dificultades que esto conlleva. De la revisio´n de estos
trabajos se deduce claramente que los problemas de identificacio´n de para´metros en
el a´mbito del comportamiento de materiales y el uso de las herramientas propias de
la optimizacio´n matema´tica han estado alejadas durante algunas de´cadas.
Incluso en la actualidad y centra´ndonos en el marco de los modelos diferenciales
para la deformacio´n en caliente de metales, donde se consideran los feno´menos de
endurecimiento por deformacio´n, restauracio´n y recristalizacio´n dina´mica el papel
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de la optimizacio´n matema´tica es en general secundario. Los principales esfuerzos
van dirigidos a tratar con los aspectos f´ısico-metalu´rgicos del problema en cuestio´n
que no son pocos. Por ejemplo, para reproducir las curvas tensio´n-deformacio´n desde
un punto de vista diferencial y segu´n se menciono´ al inicio del cap´ıtulo el enfoque
usual [1], [18], consiste en establecer dos regiones diferenciadas en la curva tensio´n-
deformacio´n que se encuentran limitadas por un valor de deformacio´n cr´ıtica (un
poco antes de la tensio´n de pico). En cada regio´n, el comportamiento del material
esta´ regido por ecuaciones diferenciales resolubles anal´ıticamente. En tal caso los
ajustes se realizan por rectas de regresio´n sobre datos experimentales en escala
logar´ıtmica [1], [18].
No obstante, existen otros trabajos en los que el ajuste de los datos experi-
mentales se realiza empleando te´cnicas de optimizacio´n matema´tica. Por ejemplo,
en [19] se realiza un estudio comparativo entre el algoritmo de bu´squeda lineal de
Levenberg-Marquardt (cruce entre el me´todo de Gauss-Newton y de ma´ximo des-
censo) y un algoritmo evolutivo (optimizacio´n probabil´ıstica relacionada con los
algoritmos gene´ticos y basada en modelos de evolucio´n natural) para un modelo
diferencial de 12 para´metros sin recristalizacio´n dina´mica. En [4] y [5] tambie´n se
emplea programacio´n evolutiva para la identificacio´n de los para´metros del modelo.
Fuera del a´mbito de alta temperatura, en [20], se emplea un me´todo h´ıbrido
combinacio´n entre un algoritmo evolutivo y un me´todo quasi-Newton para un modelo
de comportamiento c´ıclico de un acero inoxidable que depende de ocho para´metros.
El algoritmo h´ıbrido se compara con una te´cnica de bu´squeda lineal, en concreto,
con la que proporciona la Programacio´n Cuadra´tica Secuenciada (SQP). Los puntos
de mı´nimo obtenidos por ambos me´todos coinciden siempre que el punto inicial en
SQP sea elegido adecuadamente.
En [21] se utiliza el algoritmo de Levenberg Marquardt en modelos para la res-
puesta a cargas c´ıclicas y tangenciales de ladrillos de mamposter´ıa (comportamiento
similar a la fluencia pla´stica) dependientes de cinco, siete y trece para´metros. La
calidad de los ajustes es considerada buena.
En [22], [23] se emplea un algoritmo de minimizacio´n quasi-Newton para proble-
mas de identificacio´n de para´metros en modelos de dan˜o du´ctil. La optimizacio´n se
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realiza fijando previamente alguno de los para´metros debido a la alta dimensionali-
dad del problema.
La revisio´n de los trabajos anteriores pone de manifiesto que el papel de la
optimizacio´n matema´tica ha sido en general secundario cuando se emplean modelos
diferenciales para el estudio de la deformacio´n en caliente de metales.
Las te´cnicas de optimizacio´n matema´tica sirven para mejorar los resultados que
existen hasta la fecha relativos a la fluencia de materiales.
Es por ello que el primer objetivo de la segunda parte de este cap´ıtulo es afrontar
el problema de la identificacio´n de para´metros del modelo MCC mediante estrategias
adecuadas de optimizacio´n matema´tica. Para ello, se considera como coste a mini-
mizar las distancias entre los puntos experimentales (puntos de las curvas tensio´n-
deformacio´n isotermas) y aquellos predichos por el modelo. Primero se cuestionara´ la
existencia y unicidad de solucio´n del problema de minimizacio´n planteado. Despue´s
se disen˜ara´ un algoritmo de optimizacio´n espec´ıfico para encontrar la solucio´n o´pti-
ma. Este algoritmo estara´ basado en un me´todo de bu´squeda lineal basado en el
gradiente, en concreto, se empleara´ el me´todo quasi-Newton con la fo´rmula BFGS
amortiguada para la aproximacio´n del Hessiano. El ca´lculo del gradiente se reali-
zara´ determinando las condiciones de optimalidad para el problema de minimizacio´n
a partir de una formulacio´n discreta del me´todo adjunto.
Es la primera vez que se considera este enfoque en el a´mbito de la fluencia pla´stica
de materiales si bien te´cnicas basadas en el me´todo adjunto han sido ya aplicadas
con e´xito a campos como el de la transferencia de calor aplicada a la solidificacio´n
de sustancias puras y aleaciones [24], al de la sismolog´ıa [25] o a la optimizacio´n de
forma en aerodina´mica [26].
El segundo objetivo de la segunda parte de este cap´ıtulo es validar matema´ti-
camente el modelo MCC y el algoritmo de minimizacio´n disen˜ados. La complejidad
del modelo sugiere el uso de te´cnicas nume´ricas para tal fin. En este sentido se ha
optado por la generacio´n ad-hoc de datos experimentales como elemento de con-
trol. A partir de estos datos se ha realizado un estudio sobre la identificabilidad del
modelo (es decir, si esta´ sobredeterminado o no) basado en la determinacio´n de los
intervalos de confianza para los para´metros estimados. Finalmente, y desde un punto
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de vista nume´rico, se han estudiado las propiedades de convergencia del algoritmo
de minimizacio´n.
5.5. Planteamiento del problema de optimizacio´n
Dado un ensayo de torsio´n a temperatura T y velocidad de deformacio´n ε˙, ambas
constantes, el modelo ba´sico que describe la curva tensio´n-deformacio´n es el siguiente
(ya establecido en los puntos 5.2 y 5.3)1
ε˙ = A exp
(−Q
RT
)
sinhn
(
σ
F1 − F2
)
(5.18)
F˙1 = ε˙c1F1
(
1− F1
F ∗1
)
− ε˙F2 ∀ t ∈ (t0, tf ] (5.19)
F1(t0) = F0
F2(t) = k1
[
1− exp
(
− ln 2
(〈
ε˙t− εp
ε50 − εp
〉)nd)]
∀ t ∈ (t0, tf ] (5.20)
Se trata de que el modelo reproduzca cada curva tensio´n-deformacio´n de la mejor
manera posible. Para ello, los para´metros libres del modelo χ = {c1, F0, F ∗1 , k1, nd, ε50}
deben ser determinados para cada ensayo de torsio´n de modo que hagan mı´nima la
funcio´n coste C que se define como
C =
1
N + 1
N∑
i=0
(σ˜(ti)− σ(ti))2 , (5.21)
donde N + 1 es el nu´mero de mediciones experimentales en el ensayo en considera-
cio´n, σ˜(ti) es el valor de las tensiones experimentales y σ(ti) representa el valor de
la tensio´n predicha por el modelo. El coste C viene dado por la suma de los cuadra-
dos de las distancias entre los valores experimentales σ˜(ti) y las tensiones teo´ricas
predichas por el modelo σ(ti). Se pretende que la funcio´n C sea lo ma´s pequen˜a
posible, es decir, se persigue minimizar las distancias entre las tensiones predichas
y las experimentales.
1donde 〈x〉 =
{
x si x ≥ 0
0 si x < 0
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La situacio´n expuesta en la pa´gina anterior debe afrontarse desde el punto de
vista matema´tico planteando para cada ensayo de torsio´n el siguiente problema de
minimizacio´n con restricciones
mı´n
κ={F0,c1,F ∗1 ,k1,nd,ε50}
C =
1
N + 1
N∑
i=0
(σ˜(ti)− σ(ti))2 , (5.22)
σ(ti) = ξ [F1(ti,κ)− F2(ti,κ)] ,
ξ = sinh−1
(ε˙ exp( Q
RT
− ln (A)
)) 1
n
 ,
sujeto a: 
F˙1 = ε˙c1F1
(
1− F1
F ∗1
)
− ε˙F2, ∀t ∈ (t0, tf ],
F1(t0) = F0,
F2(t) = k1
[
1− exp
(
− ln 2
(〈
ε˙t− εp
ε50 − εp
〉)nd)]
,
(5.23)
Se trata de un problema semi-discreto pues el coste dado en (5.22) tiene un
formato discreto mientas que en la ecuacio´n diferencial (5.23) es continuo. Ante esta
situacio´n, se ha procedido a discretizar la ecuacio´n diferencial transforma´ndola en
una ecuacio´n en diferencias.
Se ha empleado el me´todo nume´rico de Euler expl´ıcito pues se dispone de la
ecuacio´n fenomenolo´gica (4.10) que interpola con calidad estad´ıstica las curvas ex-
perimentales tensio´n-deformacio´n y por consiguiente es capaz de proporcionar sufi-
cientes puntos de discretizacio´n. De esta manera, y aunque la ecuacio´n diferencial
es r´ıgida2 se asegura la estabilidad del esquema nume´rico y adema´s se obtiene una
solucio´n nume´rica suficientemente precisa. Se debe tener en cuenta que emplear un
esquema impl´ıcito sin apoyarse en la ecuacio´n fenomenolo´gica de interpolacio´n lle-
var´ıa en determinados ensayos de torsio´n a una discretizacio´n grosera de la ecuacio´n
diferencial por los escasos puntos soporte lo que se traduce en errores nume´ricos
significativos.
2Las simulaciones nume´ricas muestran un comportamiento divergente de la solucio´n F1(t) para
discretizaciones groseras del intervalo temporal.
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Por los motivos expuestos en el ana´lisis anterior, el problema de optimizacio´n
(5.22)-(5.23) queda reformulado de la siguiente manera
mı´n
κ={F0,c1,F ∗1 ,k1,nd,ε50}
C =
1
Nd + 1
Nd∑
i=0
(σ˜(ti)− σ(ti))2 , (5.24)
σ(ti) = ξ [F1(ti,κ)− F2(ti,κ)] ,
ξ = sinh−1
(ε˙ exp( Q
RT
− ln (A)
)) 1
n
 ,
sujeto a:
F1(ti) = F1(ti−1) + ∆tε˙
[
c1F1(ti−1)
(
1− F1(ti−1)
F ∗1
)
− F2(ti−1)
]
, i = 1, . . . , Nd
F1(t0) = F0,
F2(ti) = k1
[
1− exp
(
− ln 2
(〈
ε˙ti − εp
ε50 − εp
〉)nd)]
,
(5.25)
donde ahora, Nd es el nu´mero de intervalos de discretizacio´n (Nd > N con N el
nu´mero de mediciones experimentales reales).
El problema (5.24)-(5.25) escrito en forma compacta ser´ıa
mı´n
A
C(χ, F (χ)), (5.26)
donde C es el coste o funcio´n objetivo a minimizar, χ = {F0, c1, F ∗1 , k1, nd, ε50} el
vector de variables o para´metros a determinar y A el conjunto de admisibilidad dado
por
A ={χ ∈ R6 ⊂ Supslope∃!F = F (χ) ∈ RNd+1 tal que R(χ, F (χ)) = 0} , (5.27)
con R el conjunto de restricciones impuesto por la ecuacio´n en diferencias (5.25),
S un hipercubo cerrado y acotado en R6 definido como S = L+ × 6)· · · × L+ con
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L = (k1, k2) y k1 < k2 positivos y suficientemente grandes y si
F (χ) =
(
F 0 (χ) , . . . , FNd (χ)
)
,
entonces
F i (χ) = F1(ti, χ), i = 0, . . . , Nd.
5.5.1. Existencia y unicidad de solucio´n
Una vez disen˜ado el problema de minimizacio´n se plantean las cuestiones de
existencia y unicidad de solucio´n.
Existencia
El primer paso es asegurar que el problema esta´ bien definido. Dado un vector
de para´metros χ la definicio´n de A en (5.27) implica que existe un u´nico vector de
estados F (χ) solucio´n de R(χ, F (χ)) = 0.
La existencia de solucio´n para el problema (5.26) esta´ asegurada sin ma´s que
probar que la funcio´n coste C es continua y que el conjunto de admisibilidad A es
compacto, puesto que toda funcio´n continua alcanza su mı´nimo en un compacto.
La compacidad de A es trivial pues se asume S un hipercubo cerrado y acotado
de R6 y R depende de manera continua de χ ∈ S.
Se prueba a continuacio´n la continuidad de C en A. Para ello, sea χ ∈ S un
vector admisible de para´metros y
F1(ti, χ) = (F1(t0, χ), ...F1(tNd , χ)) ,
F2(ti, χ) = (F2(t0, χ), ...F2(tNd , χ)) ,
las Nd + 1 componentes de F1 y F2.
Las funciones F1 y F2 son continuas siempre que lo sean todas sus componen-
tes. La funcio´n F2(ti, χ) dada por la tercera ecuacio´n en (5.25) es continua por ser
composicio´n de funciones continuas puesto que el para´metro nd es estrictamente
mayor que 0 y ε50 estrictamente mayor que εp por la definicio´n del problema que se
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derivada del significado f´ısico de estos para´metros. Es decir,
ε50 ≥ c1 > εp
nd ≥ c2 > 0.
Por otro lado, la continuidad de F1 se prueba aplicando el principio de induccio´n.
Como
F1(to) = F0
la primera componente es continua en los para´metros. Se supone F1(ti−1, χ) continua.
En tal caso, F1(ti, χ) dada por la primera ecuacio´n en (5.25) tambie´n lo es ya que
F2(ti−1) ha sido probada continua y el para´metro F ∗1 ≥ c3 > 0.
Por u´ltimo, acudiendo a la definicio´n para el coste dada en (5.24) se observa que
C es composicio´n de las funciones continuas F1(ti,κ) y F2(ti,κ) luego C es continua
como se quer´ıa probar.
Unicidad
Determinar la unicidad de solucio´n del problema de optimizacio´n (5.26) es ma´s
complicado pues implica asegurar de algu´n modo convexidad estricta para C en A.
Se han estudiado situaciones simplificadas en las que se ha verificado la no convexi-
dad dentro del conjunto de admisibilidad. Sin embargo, las experiencias nume´ricas
realizadas sobre un test de control (punto 5.10) indican que el mı´nimo es absolu-
to y u´nico. Tales experiencias ponen de manifiesto que en el caso de encontrarse
convergencia, e´sta siempre se produce en el mismo punto de mı´nimo.
Por otro lado, nuevas evidencias que corroboran unicidad en la solucio´n se obtie-
nen de la aplicacio´n del modelo a los cuatro materiales estudiados en esta tesis. Los
resultados nume´ricos muestran de nuevo que las sucesiones minimizantes convergen
al mismo punto de mı´nimo desde multitud de puntos iniciales. Asimismo, en situa-
ciones dudosas se ha realizado un refinamiento de la malla de puntos iniciales en
torno al punto de mı´nimo previamente obtenido y se han restringido los criterios de
parada del algoritmo. Los resultados obtenidos mantienen la misma solucio´n para
el problema de minimizacio´n (5.26).
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5.6. Estrategia general para la resolucio´n del pro-
blema de optimizacio´n.
Se ha disen˜ado un algoritmo de minimizacio´n para la determinacio´n de los
para´metros del modelo que se clasifica como un me´todo de bu´squeda lineal. Es-
te tipo de me´todos parten de un conjunto inicial de para´metros o punto inicial χ0
a partir del cual se genera una sucesio´n {χk}Nitk=0 (Nit puede ser ∞ desde el punto
de vista teo´rico) llamada sucesio´n minimizante. E´sta bien converge a un punto de
mı´nimo local con una precisio´n suficiente o bien no lo hace. La no convergencia
puede darse por distintos motivos: eleccio´n inadecuada del punto inicial, comporta-
miento del coste cerca del mı´nimo caracterizado por hondos valles o zonas con poca
curvatura, etc.
Existen distintos me´todos de bu´squeda que dependen del modo con el que se cons-
truye la sucesio´n minimizante. La eleccio´n de uno u otro me´todo se realizara´ segu´n el
tipo de problema que se afronte. El denominador comu´n a los me´todos de bu´squeda
lineal es que el algoritmo de minimizacio´n se divide en dos partes principales:
Determinacio´n de la direccio´n de descenso pk. Dado χk (elemento k de
la sucesio´n minimizante) se calcula una direccio´n de descenso pk sobre la cual
se buscara´ el elemento siguiente χk+1 de manera que el coste baje.
Determinacio´n del taman˜o de paso α. Marca la distancia que se avan-
zara´ a lo largo de la direccio´n de descenso pk calculada previamente. As´ı, dado
χk se calcula el elemento siguiente χk+1 como
χk+1 = χk + αpk. (5.28)
Dentro de los me´todos de bu´squeda lineal, el algoritmo de minimizacio´n disen˜ado
en esta tesis pertenece a los me´todos de la familia del gradiente que son aquellos en
los que la direccio´n de descenso en la iteracio´n k, pk, tiene la forma
pk = −B−1k ∇χCk (5.29)
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donde Bk una matriz sime´trica no singular y ∇χCk es el gradiente del coste C con
respecto a los para´metros χ. En concreto, el ca´lculo de la direccio´n de descenso se ha
realizado empleando un algoritmo cla´sico quasi-Newton [27] donde la aproximacio´n
del Hessiano (∇2χC ' Hk = B−1k ) se ha formulado por el me´todo BFGS amortiguado
[28] y el ca´lculo del gradiente por una formulacio´n discreta del me´todo adjunto [29].
Seguidamente, la determinacio´n del taman˜o de paso se ha realizado empleando un
me´todo de particionado hacia atra´s (backtracking approach) cumpliendo la condicio´n
de Armijo para garantizar un decrecimiento suficiente [28]. La eleccio´n de estos
me´todos ha respondido a criterios de eficiencia computacional. A continuacio´n se
explica de manera pormenorizada el disen˜o del algoritmo de minimizacio´n.
5.7. Determinacio´n de la direccio´n de descenso
En este apartado se determina la direccio´n de descenso en la iteracio´n k dada por
la ecuacio´n (5.29). Para ello, primero se calcula el gradiente del coste con respecto
a los para´metros, ∇χCk. No es una tarea trivial ya que no todos los para´metros
aparecen directamente en el coste del problema de minimizacio´n (5.24), sino que
esta´n presentes a trave´s de la ecuacio´n en diferencias que forma el conjunto de
restricciones (5.25).
La estrategia para calcular el gradiente del coste con respecto a los para´metros
consiste en plantear las condiciones de optimalidad del problema (5.26) a partir
de una formulacio´n discreta del me´todo adjunto. Este planteamiento proporciona
una manera directa y efectiva computacionalmente de determinar ∇χCk. Despue´s,
a partir de la fo´rmula BFGS amortiguada se realizara´ el ca´lculo de Bk.
5.7.1. Condiciones de optimalidad y ca´lculo del gradiente
por el me´todo adjunto
Se determinan a continuacio´n las condiciones de optimalidad para el problema
de minimizacio´n (5.26). Para ello, se considera una variacio´n admisible de χ y su
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correspondiente cambio en F
χ → χ+ χ˜ (5.30)
F (χ) → F (χ+ χ˜) = F + F˜ +O (2) . (5.31)
Por ser las variaciones anteriores admisibles se tiene que
R(χ, F (χ)) = 0 (5.32)
R
(
χ+ χ˜, F + F˜
)
= 0, (5.33)
de donde se sigue la siguiente relacio´n entre χ˜ y F˜
RF F˜ +Rχχ˜ = 0, (5.34)
que es una linealizacio´n obtenida de la aplicacio´n de la regla de la cadena3 sobre
(5.33) en ε = 0.
Por otro lado, realizando el desarrollo de Taylor de primer orden de la funcio´n
coste C dada en (5.26) con respecto a ε, se obtiene que la variacio´n en el coste δC
causada por el cambio en χ se puede escribir como
δC = C (χ+ χ˜, F (χ+ χ˜))− C(χ, F (χ)) = 
(
χ˜TCχ + F˜
TCF
)
+O(2), (5.35)
con
Cχ =
∂C
∂χ
y CF =
∂C
∂F
.
De (5.35) se observa que cualquier direccio´n del descenso para el coste depende de
F˜ , variable que es desconocida hasta haber determinado la direccio´n de cambio. Por
tanto, se pretende eliminar la dependencia en F˜ de la variacio´n del coste. Con tal
motivo trasponiendo en la ecuacio´n (5.34) se tiene que
F˜ TRTF + χ˜
TRTχ = 0, (5.36)
3Notacio´n: RF =
∂R
∂F
, Rχ =
∂R
∂χ
.
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y por tanto tambie´n se cumple que(
F˜ TRTF + χ˜
TRTχ
)
λ = 0, (5.37)
para cualquier vector arbitrario λ = (λ1, ..., λn) . A continuacio´n, se an˜ade la ecua-
cio´n (5.37) a la ecuacio´n (5.35) que expresa la variacio´n del coste quedando
δC = 
(
χ˜TCχ + F˜
TCF
)
+ 
(
F˜ TRTF + χ˜
TRTχ
)
λ+O(2), (5.38)
donde reordenando
δC = χ˜T
(
Cχ +R
T
χλ
)
+ F˜ T
(
CF +R
T
Fλ
)
+O(2). (5.39)
Ahora, si se elige λ como la solucio´n de
RTFλ+ CF = 0, (5.40)
la ecuacio´n (5.39) se simplifica eliminando la dependencia del coste con F˜ tal y como
se pretend´ıa. De resultas, se obtiene la variacio´n del coste como
δC = χ˜T
(
Cχ +R
T
χλ
)
+O(2).
La ecuacio´n (5.40) se llama ecuacio´n adjunta o de coestado y λ recibe el nombre de
variable adjunta o de coestado o multiplicador de Lagrange.
Seguidamente, si se elige χ˜ como
χ˜ = − (Cχ +RTχλ) , (5.41)
se obtiene una direccio´n de descenso para el coste C ya que
δC = −∥∥Cχ +RTχλ∥∥2 +O(2). (5.42)
La direccio´n dada en la ecuacio´n (5.41) se llama de ma´ximo descenso, es la base
del me´todo de ma´ximo descenso y nuestro principal objetivo en esta discusio´n.
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En el punto de mı´nimo χ∗, δC = 0 luego Cχ + RTχλ = 0, resultando por tanto
las siguientes condiciones de optimalidad para el problema de minimizacio´n
R(χ∗, F (χ∗)) = 0
RTFλ+ CF = 0 (5.43)
Cχ(χ
∗) +RTχ (χ
∗)λ = 0.
En este caso las ecuaciones dadas en (5.43) son condiciones necesarias para la
existencia de mı´nimo. Destacar que el lado izquierdo de la u´ltima ecuacio´n en (5.43)
es el gradiente del coste con respecto a los para´metros sujeto a las restricciones del
problema de minimizacio´n
∇χC = RTχλ+ Cχ.
El conjunto de ecuaciones en (5.43) proporciona una manera eficiente de calcular
el gradiente del coste para cualquier punto del dominio de factibilidad. Se procede
como sigue (me´todo adjunto para el ca´lculo del gradiente)
1. Dado χ, resolver R(χ, F (χ)) = 0 para determinar F .
2. Con χ y F de 1, resolver RTFλ+ CF = 0 y determinar λ.
3. Con χ, F y λ de 1 y 2, calcular ∇χC como ∇χC = RTχλ+ Cχ
Se muestra en el Anexo B de manera detallada co´mo se han aplicado los pasos
1, 2 y 3 al problema de minimizacio´n (5.24)-(5.25).
5.7.2. Me´todo BFGS amortiguado para el ca´lculo de la di-
reccio´n de descenso
Existen otras alternativas a la eleccio´n de χ˜ dada en (5.41), si bien cualquiera
que sea la eleccio´n e´sta no afecta a las condiciones de optimalidad dadas en (5.43).
Por ejemplo, otra opcio´n es elegir χ˜ como
χ˜ = −B−1k
(
Cχ +R
T
χλ
)
, (5.44)
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con B−1k = ∇2χC el Hessiano del coste con respecto a los para´metros. En este caso
se obtiene otra direccio´n de descenso siempre y cuando ∇2χC sea definido positivo.
Esta direccio´n es la base del llamado me´todo de Newton. En la pra´ctica, el principal
inconveniente de este me´todo es la dificultad para calcular el Hessiano. Por otro la-
do, la ventaja de estos me´todos es que, dependiendo del tipo de problema se puede
alcanzar una convergencia cuadra´tica. En el problema de esta tesis se ha descartado
este me´todo por la gran dificultad que supone calcular el Hessiano.
Una alternativa distinta a las anteriores se obtiene si en la ecuacio´n (5.44) se
toma B−1k como una aproximacio´n del Hessiano. As´ı se construyen los llamados
me´todos quasi-Newton.
El algoritmo de minimizacio´n que se desarrolla en esta tesis para el problema
dado en (5.24)-(5.25) esta´ basado en un me´todo quasi-Newton. Estos procedimientos
son atractivos ya que no requieren el ca´lculo exacto del Hessiano, supone por ende
un menor coste computacional y adema´s poseen una velocidad de convergencia que
puede llegar a ser superlineal. La idea de este tipo de me´todos es aproximar el
Hessiano empleando la informacio´n que proporcionan los cambios en el gradiente a lo
largo de la direccio´n de bu´squeda. En concreto se ha seleccionado la aproximacio´n del
Hessiano dada por el me´todo BFGS amortiguado que es una modificacio´n del me´todo
de Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno (BFGS) [28]. Este me´todo posee buenas
propiedades auto-correctoras. As´ı, para la iteracio´n k del algoritmo de minimizacio´n,
la aproximacio´n del Hessiano se realiza por
Bk+1 = Bk − Bksks
T
kBk
sTkBksk
+
rkr
T
k
sTk rk
, (5.45)
con
rk = θkyk + (1− θk)Bksk
yk = ∇χCk+1 −∇χCk
sk = χk+1 − χk
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donde
θk =

1 si sTk yk ≥ (0.2) sTkBksk,
(0.8) sTkBksk
sTkBksk − sTk yk
si sTk yk < (0.2) s
T
kBksk
y B−1k
def
= Hk. Para iniciar este esquema de actualizacio´n hay que dar una estimacio´n
inicial B0 la cual, por lo general, se toma como la matriz identidad.
5.8. Determinacio´n del taman˜o de paso
Una vez obtenida la direccio´n de descenso pk en la iteracio´n k, se tiene que
calcular la distancia que el algoritmo avanzara´ a lo largo de esta direccio´n, es decir,
el taman˜o de paso α y as´ı determinar el valor de los para´metros en la siguiente
iteracio´n χk+1 segu´n la ecuacio´n (5.28). El planteamiento para obtener el taman˜o
de paso es resolver el problema de minimizacio´n en α
mı´n
α
C(χk + αpk, F (χk + αpk)) (5.46)
donde
χk, χk + αpk ∈ A
y χk, pk fijos. El problema de minimizacio´n (5.46) es un problema univariante. Obte-
ner una solucio´n exacta proporcionar´ıa el ma´ximo progreso del me´todo de bu´squeda
en la direccio´n pk [28]. Tal planteamiento no suele ser adecuado de forma pra´ctica y
en el problema que ocupa esta tesis requerir´ıa un elevado coste computacional.
Existen diversos me´todos para aproximar la solucio´n exacta y generalmente esta´n
basados en un esquema iterativo. Este tipo de me´todos se clasifican en dos grandes
grupos dependiendo de si es necesario o no calcular el ∇χC . Entre estos u´ltimos
existen estrategias de particionado basadas en la evaluacio´n del coste un nu´mero
finito de veces como la seccio´n a´urea, bu´squeda de Fibonacci, o ajustes cuadra´ticos
[27]. Estas alternativas suelen ser ma´s adecuadas para algoritmos de minimizacio´n
como el me´todo de Newton. Por otro lado, los me´todos en los que la determina-
cio´n de ∇χC es necesaria para calcular el taman˜o de paso son ma´s efectivos en un
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planteamiento quasi-Newton. La idea aqu´ı es determinar α de manera que cumpla
una serie de condiciones. Entre las ma´s populares esta´ la condicio´n de Armijo o de
suficiente decrecimiento en el coste C
C (χk + αpk) ≤ C (χk) + c1α∇CTk pk (5.47)
para c1 ∈ (0, 1). En la pra´ctica c1 se selecciona en torno a 10−4. La ecuacio´n (5.47)
establece una reduccio´n en C proporcional al taman˜o de paso α y a la derivada
direccional ∇CTk pk.
Otro requerimiento que se suele imponer es la llamada condicio´n de curvatura
∇CTk (χk + αpk) pk ≥ c2∇CTk pk (5.48)
para c2 ∈ (c1, 1) donde c1 esta´ dada en (5.47).
No obstante, la condicio´n dada por (5.48) no ha sido tenida en cuenta en el al-
goritmo de minimizacio´n disen˜ado en esta tesis pues supone la evaluacio´n reiterada
del gradiente del coste lo que aumenta el tiempo de computacio´n. Para tratar con
eventuales incumplimientos de la condicio´n de curvatura durante el proceso de mi-
nimizacio´n el esquema BFGS amortiguado es una estrategia muy efectiva y asegura
que la actualizacio´n del Hessiano este´ siempre bien definida (sea definido positivo)
[28] y que por tanto, la direccio´n de bu´squeda sea una direccio´n de descenso.
La determinacio´n del taman˜o de paso α se ha realizado por medio de un me´todo
de particionado hacia atra´s (backtracking approach) basado en el cumplimiento de
la condicio´n (5.47). Este opcio´n combinada con un esquema quasi-Newton ya ha
sido utilizada satisfactoriamente en otros trabajos de cara´cter pra´ctico [30],[31]. En
concreto se ha empleado el siguiente algoritmo:
Particionado hacia atra´s (backtracking [28])
Establecer α¯ = 1 ρ =0.9 y c1 = 10
−4. α← α¯
repetir hasta C (χk + αpk) ≤ C (χk) + c1α∇CTk pk
α← ρα
end (repetir)
Finalizar con αk = α
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Las experiencias nume´ricas realizadas en el punto 5.10 revelan que la estrategia
de particionado hacia atra´s asegura un taman˜o de paso no demasiado pequen˜o, un
avance suficiente en la direccio´n de descenso y por consiguiente un progreso adecuado
del algoritmo de minimizacio´n.
5.9. Diagrama de flujo del algoritmo de optimiza-
cio´n
Los me´todos de bu´squeda lineal y en particular, los de la familia del gradiente
como los me´todos quasi-Newton buscan un mı´nimo local en el dominio de factibi-
lidad. Es bien sabido que la posibilidad de que tal o´ptimo, si se obtiene, sea global
depende en general de la eleccio´n del punto inicial en el proceso de minimizacion.
En otras palabras, no se puede discernir entre un mı´nimo local o global salvo que se
aseguren condiciones de convexidad de la funcio´n objetivo y en su caso del dominio
de factibilidad impuesto por el conjunto de restricciones.
En concreto, en el problema de minimizacio´n que se trata en esta tesis no es po-
sible asegurar tales condiciones. As´ı, esta problema´tica so´lo se puede afrontar desde
un punto de vista nume´rico. El plan consiste en resolver el problema de minimizacio´n
para un gran conjunto de puntos iniciales tomados siguiendo una distribucio´n uni-
formemente aleatoria en un hipercubo de R6 (6 para´metros a determinar) y estudiar
hacia que´ punto convergen cada una de las sucesiones minimizantes obtenidas.
Por otro lado, no existen resultados de convergencia global para problemas de
minimizacio´n no convexos si se emplean me´todos quasi-Newton para su resolucio´n
[28]. Por tanto, existe la posibilidad de que para un determinado punto inicial no se
encuentre convergencia hacia un mı´nimo local. De ah´ı, nuevamente, la necesidad de
resolver el problema para un conjunto de puntos iniciales.
Para cada ensayo de torsio´n realizado se ha resuelto el problema de minimizacio´n
(5.24-5.25) para una malla formada por entre 1500 y 2000 puntos iniciales distribui-
dos de forma uniformemente aleatoria en un hipercubo de R6. El diagrama de flujo
que describe el algoritmo de minimizacio´n para cada ensayo de torsio´n viene dado
en la Figura 1.
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En el Nivel 0 se crea la malla de puntos iniciales y se inicializan ciertas matrices y
vectores internos al programa, donde posteriormente se guardan los resultados. Esta
inicializacio´n permite mejorar la eficiencia computacional del algoritmo. Adema´s,
en este nivel se cargan automa´ticamente los datos experimentales del ensayo en
cuestio´n.
Seguidamente, en el Nivel 1 se selecciona un punto inicial (el i-e´simo) χi0 y se
inicializa el contador de iteraciones como k = 0.
En el primer paso por el Nivel 2, se determina la direccio´n de descenso (ecuacio´n
5.29) para k = 0
p0 = −B−10 ∇χC0,
con B0 la matriz identidad.
A continuacio´n, en el Nivel 3, se calcula el taman˜o de paso α0 por el me´todo
de particionado hacia atra´s (ver punto 5.8). Con el par (p0, α0) en el Nivel 4 se
determina el siguiente elemento de la sucesio´n minimizante con la ecuacio´n (5.28).
En el Nivel 5 se establece el criterio de parada para el algoritmo de minimizacio´n.
Se han planteado dos reglas, por un lado, que el nu´mero ma´ximo de iteraciones
no exceda de 500, y por otro, que la distancia en norma dos entre dos elementos
consecutivos de la sucesio´n minimizante sea menor que una cierta tolerancia (tol =
1E − 10).
Si se cumple alguno de los criterios de parada el algoritmo desciende al Nivel 6
donde se guarda la solucio´n obtenida para el punto inicial i, el valor del gradiente, el
coste, as´ı como otros para´metros que permiten estudiar a posteriori las propiedades
nume´ricas del algoritmo. En caso de que no se satisfaga ninguno de los criterios se
establece k = k + 1, con lo que χk ←− χk+1 y se vuelve al Nivel 2. Este proceso se
repite hasta cumplir con alguno de las reglas de parada y as´ı determinar la solucio´n
obtenida para el i-e´simo punto inicial.
Una vez construida la sucesio´n minimizante para el punto inicial i y almacenados
los resultados segu´n el Nivel 6, se llega al Nivel 7 donde se ha establecido otro bloque
de decisio´n. En caso de que el punto inical i-e´simo no sea el u´ltimo se pasa al siguiente
i = i + 1 y se vuelve al Nivel 1 para proceder nuevamente a construir la sucesio´n
minimizante para i+ 1.
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Crear malla uniformemente aleatoria de puntos ini-
ciales en A ⊂ R6. Inicializar matrices de resultados.
Tomar punto inicial i, χi0 = {F0, c1, F ∗1 , k1, nd, 50}.
Establecer iteracio´n k = 0.
Calcular direccio´n de descenso pk = −B−1k 5χ Ck.
Calcular taman˜o de paso αk
por particionado hacia atra´s.
Establecer χk+1 = χk + αkpk.
||χk+1−χk|| ≤
tol; k ≥ 500
k = k + 1,
χk = χk+1
Solucio´n para punto inicial i → χk+1 = χ∗.
Guardar coste C(χ∗) y gradiente 5χC(χ∗).
Es u´ltimo
punto inicial
Tomar como solucio´n final aquella de menor coste.
Guardar resultados de forma gra´fica y nume´rica para posterior ana´lisis:
puntos iniciales, tiempos, convergencia, costes, gradientes e iteraciones.
i = i + 1
S´ı
No
S´ı
No
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
Figura 1. Diagrama de flujo del algoritmo de minimizacio´n para cada ensayo de
torsio´n.
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Obtenidas las sucesiones minimizantes para cada punto inicial se accede al Nivel
8 donde se comparan todas ellas y se toma como solucio´n final al problema de
minimizacio´n para el ensayo experimental en cuestio´n aquella que proporcione menor
coste.
Finalmente, en el Nivel 9, se almacenan los resultados de forma gra´fica o nume´rica
segu´n convenga para realizar un ana´lisis posterior que incluye estudios de conver-
gencia, intervalos de confianza, restitucio´n de curvas tensio´n-deformacio´n, ana´lisis
estad´ıstico y metalu´rgico de los para´metros y de las funciones obtenidas.
5.10. Validacio´n matema´tica del modelo y del al-
goritmo de minimizacio´n
5.10.1. Test de control mediante generacio´n ad-hoc de datos
experimentales
Una de las preguntas que siempre ha de hacerse a la hora de validar un modelo
es verificar si existe una correspondencia biun´ıvoca entre un conjunto de datos expe-
rimentales y un conjunto de para´metros. Es decir, si una curva tensio´n-deformacio´n
se identifica un´ıvocamente con un conjunto de para´metros y viceversa. En el caso de
que esto no ocurra se dice que el modelo esta´ sobredeterminado y no ser´ıa va´lido.
Realizar tal comprobacio´n no es en general sencillo y requiere de me´todos matema´ti-
cos que so´lo son aplicables bajo ciertas simplificaciones en la mayor´ıa de los casos
[32]. Por tanto, con el fin de estudiar si el modelo propuesto en esta tesis esta´ sobrede-
terminado se ha recurrido a procedimientos nume´ricos. En concreto, se ha realizado
una generacio´n ad-hoc de datos experimentales como elemento de control y se ha
procedido de la siguiente forma [32]:
1. Se especifica un conjunto de para´metros razonables y realistas para ser esti-
mados
χ∗ = {F0 = 50, c1 = 12, F ∗1 = 110, k1 = 30, nd = 2, ε50 = 1.4}
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2. Se realiza una simulacio´n para generar a partir de estos para´metros una curva
tensio´n-deformacio´n artificial. Se obtienen F1(ti) y F2(ti) de las ecuaciones
(5.25) y se calcula la tensio´n experimental ficticia como σ(ti) = ξ(F1(ti) −
F2(ti)).Se han fijado los siguientes valores realistas para realizar la simulacio´n:
ξ = 1.3, ε˙ = 5 s−1, T = 1000 oC, ε0 = 0.05, εss = 3, εpeak = 0.6, ∆ε = 0.005
y ndata = 591. La tensio´n ficticia generada por la simulacio´n empleando los
datos expuestos corresponde con la l´ınea en la Figura 2.
3. Se an˜aden errores aleatorios normalmente distribuidos a la curva tensio´n-
deformacio´n para obtener los datos experimentales. En concreto, se han pertur-
bado los valores de tensio´n obtenidos en el punto anterior con una distribucio´n
de errores aleatoria por debajo del 2 %. La adicio´n de los errores normalmente
distribuidos a la tensio´n ficticia obtenida en el punto 2 proporciona una cur-
va tensio´n-deformacio´n pseudo-experimental que se representa en la Figura 2
mediante puntos.
4. Se genera un conjunto de puntos iniciales para los que sera´ resuelto el problema
de minimizacio´n. Se ha disen˜ado una malla de 20 puntos iniciales distribuidos
uniformemente en un hipercubo Ω de R6. En concreto Ω = [25, 124]× [4, 28]×
[55, 220]× [10, 69]× [1, 5]× [0.7, 2.7].
5. Se resuelve el problema de minimizacio´n para cada uno de los 20 puntos inicia-
les. Si la solucio´n final obtenida χˆ esta´ “cerca” de χ∗, χˆ ' χ∗, con χ∗ el valor
verdadero de los para´metros a estimar, y los intervalos de confianza para χˆ son
pequen˜os, entonces vemos que el modelo no esta´ sobredeterminado. El ca´lculo
de los intervalos de confianza de los para´metros se ha realizado de acuerdo
al punto 5.10.2. El procedimiento anterior servira´ tambie´n para estudiar las
propiedades del algoritmo de minimizacio´n propuesto (ver 5.10.3).
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Figura 2. Tensio´n generada por la simulacio´n (l´ınea) y tensio´n pseudo-experimental
(puntos) construida con la adiccio´n de los errores a la simulacio´n con el propo´sito
de disponer de puntos soporte para realizar el test de control.
5.10.2. Intervalos de confianza para los para´metros estima-
dos
En la resolucio´n de un problema de ajuste, la determinacio´n de los intervalos de
confianza para los para´metros estimados tiene un papel importante. Por un lado,
esta´n involucrados en el test de control que permite valorar si el modelo esta´ so-
bredeterminado y por otro, dan una idea de “co´mo de lejos” esta´n los para´metros
estimados χˆ de los reales desconocidos χ∗. En [32] se establece la propuesta que se
ha empleado en este trabajo para determinar los intervalos de confianza y que a
continuacio´n se describe.
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Sea el modelo nolineal general
η = σ(χ, ti) + , (5.49)
donde σ(χ, t) (tensio´n teo´rica) es la funcio´n modelo que depende de conjunto de
para´metros, χ ∈ Rn y t ∈ R es la variable independiente del modelo. La funcio´n
σ(χ, t) se supone diferenciable respecto a χ y al menos continua respecto a t. Adema´s
se asume que existe un valor verdadero para los para´metros χ∗, que es desconocido
y que se estima por medio de la resolucio´n del problema de ajuste. La variable
respuesta η es la variable dependiente del modelo.
Para estimar el valor verdadero χ∗ para un conjunto de datos experimentales
(ti, σ˜i) se minimiza el coste C(χ)
C(χ) =
N∑
i=1
(σ(χ, ti)− σ˜i)2 . (5.50)
Sea χˆ la solucio´n del problema de minimizacio´n, llamado estimador ordinario de
mı´nimos cuadrados (OLS). La cuestio´n que nos ocupa es saber co´mo de lejos esta´ χˆ
de χ∗.
Para ello se asume que los valores de ti esta´n dados sin errores, y los errores
estad´ısticos de la variable respuesta i = σ˜i − σ(χ∗, ti), son independientes y dis-
tribuidos segu´n una normal de media cero y varianza constante, desconocida r2, es
decir, i ∼ N(0, r2) para i = 1, ..n.
La idea es linealizar el modelo no lineal en torno a χ∗ y aplicar te´cnicas de
regresio´n lineal. Con tal fin se considera
σ(χ) = (h (χ, ti) , ..., h(χ, tN)
T , (5.51)
 = σ (χ)− σ (χ∗), q = χ− χ∗,  = (1, ..., N)T y σ˜ = (σ˜1, ...σ˜N)T . El desarrollo de
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Taylor de primer orden para C(χ) es
C(χ) = ‖σ(χ)− σ˜‖2 '
∥∥∥σ (χ∗) +∇σ (χ∗)T (χ− χ∗)− σ˜∥∥∥2 =
=
∥∥∥∇σ (χ∗)T q − ∥∥∥2 . (5.52)
Se denota como F ∗ = ∇σ (χ∗) y se asume que F ∗ tiene rango ma´ximo. Se minimiza
la expresio´n
∥∥∥∇σ (χ∗)T q − ∥∥∥2 en la variable q, y resulta que la estimacio´n de q es
qˆ =
(
F ∗F ∗T
)−1
F ∗, (5.53)
de donde se sigue una aproximacio´n de primer orden para χˆ
χˆ = χ∗ +
(
F ∗F ∗T
)−1
F ∗. (5.54)
De esta aproximacio´n se obtienen una serie de resultados propios de modelos lineales.
Bajo ciertas condiciones de regularidad χˆ y s2 = C(χˆ)/(N − n) son estimadores
consistentes de χ∗ y r2, adema´s χˆ es el estimador de ma´xima verosimilitud de χ∗.
El error en la estimacio´n χˆ−χ∗ es aproximadamente de distribucio´n normal con
media cero y matriz de covarianzas r2M∗−1, donde M∗ = F ∗F ∗T . Adema´s
1
ns2
(χˆ− χ∗)M∗ (χˆ− χ∗) ∼ F(n, N−n) (5.55)
con F(n, N−n) la distribucio´n F-Snedecor con (n, N − n) grados de libertad, y por
ende la regio´n de confianza 100(1 − α) % cuando se estima χ∗ por χˆ estar´ıa dada
por {
χ¯ : (χ¯− χˆ)T Mˆ (χ¯− χˆ) ≤ ns2F(n, N−n), α
}
, (5.56)
siendo
Mˆ = ∇σ (χˆ)∇σ (χˆ)T
una estimacio´n de M∗.
Si lo que se pretende es hallar intervalos de confianza para cada una de las
componentes del vector χ∗ entonces se considera la combinacio´n lineal aTχ∗. Se
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demuestra que
aT χˆ− aTχ∗
s
√
aTM∗−1a
∼ tN−n (5.57)
con tN−n la distribucio´n t-Student con N − n grados de libertad. As´ı, un intervalo
de confianza 100(1− α) % para aTχ∗ es[
aT χˆ− tN−n,α/2s
√
aTM∗−1a, aT χˆ+ tN−n,α/2s
√
aTM∗−1a
]
. (5.58)
Si ahora establecemos a = ei para i = 1, ..., n donde ei es el i−e´simo vector unidad
y estimamos M∗ por Mˆ se obtienen los intervalos de confianza para χ∗i[
χˆi − tN−n,α/2s
√
dˆii, χˆi + tN−n,α/2s
√
dˆii
]
(5.59)
donde dˆii son los elementos de la diagonal principal de Mˆ
−1.
5.10.3. Ana´lisis del algoritmo de minimizacio´n
El rendimiento del algoritmo de minimizacio´n disen˜ado se ha estudiado a partir
de los elementos que proporciona el test de control. Las propiedades estudiadas son
la robustez, precisio´n, eficiencia y convergencia del me´todo.
Robustez, precisio´n y eficiencia del algoritmo de minimizacio´n
Para la malla uniformemente aleatoria de 20 puntos iniciales se ha encontrado
convergencia hacia el mismo punto de mı´nimo absoluto en 14 de los casos lo que
representa un porcentaje de e´xito del 70 %. Este resultado refleja un porcentaje de
e´xito aceptable y se puede afirmar que el algoritmo de minimizacio´n disen˜ado para el
problema es robusto, ma´s au´n, si se establece una comparacio´n con los resultados
obtenidos utilizando la sentencia fmincon de Matlab. En ese caso, u´nicamente se
encuentra convergencia si se restringe el dominio de admisibilidad suficientemente.
No obstante, hay que tener en cuenta que no se suministran los valores del gradiente
al ejecutar el paquete comercial.
En caso de encontrarse convergencia, el valor del coste obtenido ha sido de
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0.23476 (MPa2) con una diferencia menor que 10−6 % entre los distintos puntos
iniciales. El valor solucio´n obtenido ha sido χˆ = {F0 = 49.9882; c1 = 12.0500; F ∗1 =
109.9038; k1 = 29.8694; nd = 2.0270; ε50 = 1.4031} con una diferencia de nuevo
menor que 10−6 % y que es muy pro´ximo al valor de partida χ∗ = {F0 = 50; c1 = 12;
F ∗1 = 110; k1 = 30; nd = 2; ε50 = 1.4} al que se an˜adieron unos errores aleatorios
experimentales cuyo valor era de 0.24123. Estos resultados ponen de manifiesto que
el algoritmo de minimizacio´n disen˜ado es suficientemente preciso vie´ndose poco
afectado por los errores experimentales introducidos y por los errores de redondeo.
Respecto a los tiempos de computacio´n se ha obtenido un valor medio de 43
segundos para cada punto inicial con un ma´ximo de 64 s y un mı´nimo de 29 s.
La ma´quina utilizada para llevar a cabo la computacio´n ha sido una Dell Preci-
sion M6300 Intel Core2 Duo T7700 a 2.4GHz. Estos tiempos de computacio´n son
aceptables luego, se puede considerar que el algoritmo de minimizacio´n es eficiente.
Convergencia del algoritmo de optimizacio´n
Estudiar la convergencia hacia el o´ptimo del algoritmo quasi-Newton empleado
para el problema minimizacio´n que se presenta en este cap´ıtulo no es posible desde el
punto de vista teo´rico. Esto es debido a que no existe un marco teo´rico general para
el ana´lisis de convergencia global de los algoritmos quasi-Newton en problemas con
funciones objetivos no lineales en general [28]. Es ma´s, se pueden encontrar trabajos
en los que se prueba que un algoritmo quasi-Newton no converge necesariamente para
funciones objetivos no convexas [33]. Por tanto, las propiedades de convergencia del
algoritmo de minimizacio´n dependen del punto inicial y se analizan desde el punto
de vista nume´rico dentro del marco del test de control.
Para ello, sea {χk} una sucesio´n en R6 que converge a un punto de mı´nimo χ∗.
Se dice que la sucesio´n {χk} converge linealmente a χ∗ si existe un nu´mero µ ∈ (0, 1)
llamado velocidad de convergencia tal que
l´ım
k−→∞
∥∥χk+1 − χ∗∥∥
‖χk − χ∗‖
= µ.
Cuando la secuencia converge con µ = 0 se dice que existe una convergencia super-
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Figura 3. Ca´ıda del coste en funcio´n del nu´mero de iteracio´n para χa0 y χ
b
0.
lineal y con µ = 1 se denomina convergencia sublineal. Los me´todos quasi-Newton
pueden alcanzar una convergencia superlineal, si bien, para problemas altamente no
lineales la velocidad de convergencia esperada suele ser menor.
Se ha estudiado la convergencia de las sucesiones minimizantes para los 20 pun-
tos iniciales considerados en el test de control. A continuacio´n se muestran los
resultados obtenidos para dos de ellos que resumen el resto de puntos iniciales,
y se pueden considerar representativos en el caso de que se alcance convergen-
cia hacia un punto de mı´nimo. En concreto los puntos iniciales considerados han
sido χa0 = {100.44; 8.87; 137.96; 48.95; 4.92; 0.7} y χb0 = {32.45; 35.18; 77.89;
45.85; 4.39; 2.12}.
La Figura 3 muestra el valor de coste en funcio´n del nu´mero de iteracio´n para los
dos puntos iniciales seleccionados (a=izquierda, b=derecha). Se observa una ca´ıda
continuada del coste hasta alcanzar el valor mı´nimo de 0.23746 en la iteracio´n 171
en el caso a) y 172 para el caso b). La Figura 3 pone de manifiesto que elemento
siguiente a uno dado en la sucesio´n minimizante corresponde siempre con un coste
menor.
La Figura 4 muestra el valor norma dos de la sucesio´n minimizante {χk − χ∗} en
funcio´n del nu´mero de iteracio´n y la Figura 5 la sucesio´n ‖xk+1−x
∗‖
‖xk−x∗‖ para los puntos
iniciales seleccionados χa0 y χ
b
0. Estas dos figuras ponen de manifiesto que cada
sucesio´n minimizante tiene una manera significativamente distinta de acercarse al
o´ptimo.
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Por un lado, para el caso a) la sucesio´n se acerca paulatinamente al valor o´ptimo
de una manera aproximadamente lineal hasta alcanzarlo. Se pueden distinguir tres
zonas bien diferenciadas. La primera, hasta el en torno de la iteracio´n 65, donde
el valor µ es ligeramente menor que 1 y la convergencia por tanto es sublineal. La
segunda zona, hasta la iteracio´n 84, donde µ desciende hasta alcanzar el valor de 0.5
aumentando por consiguiente la velocidad de convergencia. En esta zona, el valor
del coste en la iteracio´n 84 es de 0.38, muy pro´ximo ya al valor mı´nimo. A partir
de ah´ı, se distingue claramente una tercera zona donde la sucesio´n minimizante se
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comporta como una sucesio´n oscilante en torno al valor o´ptimo, para finalmente
alcanzarlo.
Por otro lado, para el caso b), se diferencian cuatro zonas de comportamiento
de la sucesio´n minimizante. En la primera zona, se observa convergencia sublineal
hasta la iteracio´n 59. A partir de ah´ı, comineza la segunda zona de comportamiento,
hasta la iteracio´n 79, donde el valor de {‖χk − χ∗‖} aumenta (con µ > 1) por lo
que la sucesio´n minimizante se aleja del o´ptimo; si bien el valor del coste siempre
es menor. Este hecho evidencia la robustez del algoritmo de minimizacio´n. Despue´s
hasta la iteracio´n 106 (zona 3), donde el valor del coste es de 0.47, la velocidad
de convergencia aumenta y µ toma un valor aproximado de 0.4. Finalmente, en la
zona 4 se vuelve a observar un comportamiento oscilante en torno al o´ptimo hasta
alcanzarlo.
Para terminar con el ana´lisis del algoritmo de minimizacio´n, las Figuras 6 y 7
muestran el camino que siguen las seis componentes de χk agrupadas de tres en tres
para los puntos iniciales χ
a)
0 y χ
b)
0 respectivamente. El punto inicial de la sucesio´n
minimizante se ha representado en rojo, y el punto final o solucio´n en azul. La
Figura 6 releva un acercamiento global progresivo desde el punto inicial hasta la
solucio´n o´ptima en correspondencia con las Figuras 4 (a) y 5 (a). Por otro lado,
la Figura 7 evidencia el alejamiento global que se produce durante una parte del
proceso de minimizacio´n de acuerdo con la zona 2 en las Figuras 4 (b) y 5 (b). Estos
resultados demuestran nuevamente la robustez del algoritmo de minimizacio´n que se
manifiesta por la complejidad de los caminos recorridos por la sucesio´n minimizante
hasta alcanzar el o´ptimo.
5.10.4. Validacio´n matema´tica del modelo
Para cada uno de los veinte puntos iniciales uniformente distribuidos de acuerdo
a los especificado en el punto 5.10.1, se ha resuelto el problema de optimizacio´n
(5.24)-(5.25) empleando como puntos soporte los proporcionados por la curva ten-
sio´n-deformacio´n pseudo-experimental generada en el test de control (ver Figura
2). La solucio´n o´ptima que se obtiene tras este proceso es χˆ = {F0 = 49.9882;
c1 = 12.0500; F
∗
1 = 109.9038; k1 = 29.8694; nd = 2.0270; ε50 = 1.4031} que tiene
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un coste asociado de 0.24123. Este valor solucio´n es muy pro´ximo al valor verdadero
como se sen˜alo´ en el punto anterior. Asimismo, con esta solucio´n es posible realizar
una primera interpretacio´n estad´ıstica de los resultados. En este sentido, de acuerdo
con lo expuesto en el punto 5.10.2 se puede obtener la siguiente matriz de varianzas
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covarianzas, calculada como
Cov(χˆ) = s2
[
∇σ (χˆ)∇σ (χˆ)T
]−1
= s2Mˆ−1 =
=

F0 c1 F
∗
1 k1 nd ε50
F0 0.0147 −0.0048 0.0012 0.0004 −0.0002 −0.000031
c1 −0.0048 0.0025 −0.0011 −0.0007 0.0001 0.000025
F ∗1 0.0012 −0.0011 0.0018 0.0018 −0.0002 −0.000039
k1 0.0004 −0.0007 0.0018 0.0031 −0.0004 −0.0000076
nd −0.0002 0.0001 −0.0002 −0.0004 0.0001 0.0000052
ε50 −0.000031 0.000025 −0.000039 −0.0000076 0.0000052 0.0000028

.
Los valores obtenidos en la matriz de varianzas covarianzas son muy pro´ximos a
cero indicando la incorrelacio´n entre los para´metros del modelo.
La expresio´n (5.59) permite calcular los l´ımites superior e inferior del intervalo
de confianza para los para´metros estimados. La aplicacio´n de esta ecuacio´n con un
nivel de confianza del 99 % conduce a la siguiente solucio´n
χ = {F0 = 49.9882± 0.3138; c1 = 12.0500± 0.1300; F ∗1 = 109.9038± 0.1103;
k1 = 29.8694± 0.1449; nd = 2.0270± 0.028; ε50 = 1.4031± 0.0043}.
Los resultados desglosados se muestran en la Tabla 3. Esta tabla revela que los
valores verdaderos esta´n dentro del intervalo de confianza calculado para cada uno
de los para´metros. Adema´s la amplitud del intervalo de confianza es pequen˜a como
muestra el valor de ∆χ. Los valores expuestos en la Tabla 3 sugieren que los para´me-
tros del modelo son identificables y por tanto el modelo no esta´ sobredeterminado.
Finalmente la Figura 8 muestra el ajuste para la solucio´n obtenida χˆ as´ı como
la evolucio´n de las variables internas F1 (ε) y F2 (ε) (ver la ecuaciones dadas en
(5.22)). Segu´n lo expuesto en el inicio de este cap´ıtulo, la variable F1 recoge los
efectos en la resistencia meca´nica del material del endurecimiento por deformacio´n
y la restauracio´n dina´mica. Por otro lado, la variable F2 muestra el efecto de la
recristalizacio´n dina´mica. La Figura 8 revela de nuevo la perfecta adecuacio´n del
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99 % χ∗ χˆ χu χd ∆χ
F0 50 49.9882 50.3020 49.6744 0.3138
c1 12 12.0500 12.1800 11.9200 0.1300
F ∗1 110 109.9038 110.0141 109.7935 0.1103
k1 30 29.8694 30.0143 29.7245 0.1449
nd 2 2.0270 2.0550 1.9990 0.028
ε50 1.4 1.4031 1.4074 1.3988 0.0043
Tabla 3. Para´metros verdaderos χ∗, para´metros estimados χˆ, l´ımites superior e
inferior del intervalo de confianza χu, χd y semiamplitud del intervalo ∆χ.
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modelo a los datos pseudo-experimentales generados ad-hoc. La aplicacio´n del mode-
lo a los materiales estudiados en esta tesis as´ı como la interpretacio´n de los para´me-
tros obtenidos y la evolucio´n de las variables internas se tratara´ en el siguiente
cap´ıtulo.
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5.11. Conclusiones
1. El nuevo modelo fenomenolo´gico y diferencial MCC se ha fundamentado des-
de el punto de vista f´ısico. El modelo propuesto incluye con un planteamien-
to integrador los efectos de los procesos de endurecimiento por deformacio´n,
restauracio´n dina´mica y recristalizacio´n dina´mica en la resistencia meca´nica
macrosco´pica del material a la deformacio´n. As´ı, no es necesario realizar un
ana´lisis disgregado de la curva tensio´n-deformacio´n cuando se incorpora el
efecto de la recristalizacio´n dina´mica como es habitual.
2. El modelo MCC esta´ en concordancia con los modelos cla´sicos de Kocks-
Mecking y Estrin-Mecking referidos al endurecimiento por deformacio´n y res-
tauracio´n dina´mica. El efecto de la recristalizacio´n se ha disen˜ado de acuerdo
con una ecuacio´n tradicional tipo Avrami.
3. El nuevo modelo es versa´til pues su disen˜o permite la incorporacio´n de manera
modular de otros procesos como el efecto de los precipitados o la recristaliza-
cio´n esta´tica susceptible de realizarse en trabajos posteriores.
4. La precisio´n y eficiencia del algoritmo de minimizacio´n disen˜ado es adecuada
para el problema de minimizacio´n planteado y los propo´sitos que se persiguen.
5. La robustez del algoritmo de minimizacio´n es buena segu´n muestra el por-
centaje de e´xito obtenido (70 %) y la capacidad de la sucesio´n minimizante
de alcanzar el o´ptimo a pesar de que en etapas intermedias se produzca un
alejamiento que siempre esta´ ligado a una disminucio´n del coste.
6. La velocidad de convergencia del algoritmo de minimizacio´n planteado es lineal
y por tanto desde el punto de vista matema´tico es suficientemente ra´pido.
7. La validacio´n matema´tica del modelo MCC a partir de un test de control sugie-
re que el modelo es identificable, es decir, no esta´ sobredeterminado. Adema´s
tiene una gran capacidad para ajustar datos experimentales. Por tanto, se
concluye que desde un punto de vista matema´tico es un modelo va´lido para
estudiar la fluencia a alta temperatura y alta velocidad de deformacio´n de los
materiales considerados en esta tesis.
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Cap´ıtulo 6
Validacio´n del modelo MCC a
partir de datos experimentales de
cuatro materiales
6.1. Introduccio´n
En este cap´ıtulo se ha aplicado el nuevo modelo fenomenolo´gico y diferencial
MCC a los cuatro materiales considerados en esta tesis: la aleacio´n de Aluminio
AA3005, el acero de alto contenido en Carbono, el acero de alto contenido en
Nitro´geno y el acero super duplex.
El cap´ıtulo tiene dos partes diferenciadas. En la primera parte, secciones 6.1,
6.2 y 6.3, se presentan los para´metros del modelo κ = {F0, c1, F ∗1 , k1, nd, ε50} pa-
ra cada material, obtenidos mediante la aplicacio´n del algoritmo de minimizacio´n
desarrollado y justificado en el Cap´ıtulo 5. Estos para´metros se acompan˜an de los
intervalos de confianza obtenidos. El ca´lculo de estos intervalos constituye una no-
vedad pues por lo general, los trabajos sobre modelos diferenciales para deformacio´n
en caliente no realizan este tipo de estudios. Adema´s, empleando tales para´metros
y el modelo MCC y haciendo un ejercicio de simulacio´n se han restituido las cur-
vas tensio´n-deformacio´n y se han analizado las variables internas del modelo F1, F2
tomando el para´metro α de la ecuacio´n de Garofalo dependiente de la deformacio´n
como elemento de control principal.
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Los resultados obtenidos en esta primera parte ponen de manifiesto que el mode-
lo MCC es adecuado para predecir con precisio´n las curvas tensio´n deformacio´n de
los materiales estudiados. Adema´s, la calidad estad´ıstica de los ajustes es relevante
de acuerdo con los intervalos de confianza determinados. Por otro lado, el ana´lisis de
las variables internas F1 y F2 permite desacoplar, segu´n el modelo MCC, la contri-
bucio´n de los procesos de ablandamiento restauracio´n dina´mica y la recristalizacio´n
dina´mica en la respuesta meca´nica del material.
En la segunda parte del cap´ıtulo (seccio´n 6.4) se ha realizado el ana´lisis multi-
variante de los resultados aplicando las te´cnicas estad´ısticas de ana´lisis de conglo-
merados, ana´lisis factorial y regresio´n lineal multivariante por pasos. Estas te´cnicas
constituyen una novedad significativa pues la bibliograf´ıa no recoge estudios rele-
vantes de este tipo en el campo de la deformacio´n en caliente de metales. Como
excepcio´n se encuentra el trabajo realizado en [1] donde se aplican estas te´cnicas
a los para´metros de la ecuacio´n de Garofalo. Segu´n se sen˜alo´ en el Cap´ıtulo 1 este
trabajo se utiliza como principal referente en la labor realizada en la segunda parte
de este cap´ıtulo.
El ana´lisis multivariante se ha llevado a cabo empleando el paquete estad´ıstico
SPSS y partiendo de una gran matriz de datos que engloba los resultados de la
identificacio´n de para´metros para los cuatro materiales junto con sus principales
propiedades f´ısicas y metalu´rgicas recogidas en el Cap´ıtulo 2 y en este cap´ıtulo. Este
estudio constituye una primera aproximacio´n relevante para la validacio´n experi-
mental del modelo MCC, en el sentido de contribuir a la interpretacio´n f´ısica de los
para´metros ma´s alla´ de la que en un marco teo´rico se deriva de la estructura de las
ecuaciones del modelo.
6.2. Aplicacio´n del modelo MCC a los materiales
estudiados
De acuerdo con el Cap´ıtulo 5, los para´metros del modelo MCC para cada material
se obtienen resolviendo el problema de minimizacio´n
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mı´n
κ={F0,c1,F ∗1 ,k1,nd,ε50}
C =
1
N + 1
N∑
i=0
(σ˜(ti)− σ(ti))2 , (6.1)
sujeto a: 
σ(ti) = ξ [F1(ti,κ)− F2(ti,κ)] ,
ξ = sinh−1
(ε˙ exp( Q
RT
− ln (A)
)) 1
n
 ,
F˙1 = ε˙c1F1
(
1− F1
F ∗1
)
− ε˙F2, ∀t ∈ (t0, tf ],
F1(t0) = F0,
F2(t) = k1
[
1− exp
(
− ln 2
(〈
ε˙t− εp
ε50 − εp
〉)nd)]
,
(6.2)
para cada curva tensio´n-deformacio´n isoterma, es decir para cada par formado por
una temperatura T y una velocidad de deformacio´n ε˙. Se trata de ajustar los valores
de tensio´n predichos por el modelo σ(ti) a los datos de tensio´n experimentales σ˜(ti).
El conjunto κ = {F0, c1, F ∗1 , k1, nd, ε50} conforma el vector de para´metros del modelo
MCC a determinar para cada curva tensio´n-deformacio´n. Esta determinacio´n se
realiza resolviendo el problema de minimizacio´n (6.1)-(6.2).
Cuando en un material se resuelve el problema de minimizacio´n tantas veces co-
mo curvas tensio´n-deformacio´n hay disponibles se obtiene una matriz de para´metros
caracter´ıstica que tendra´ por filas el nu´mero de ensayos realizados y seis columnas
que corresponden al vector de para´metros.
Se presentan a continuacio´n las matrices de para´metros obtenidas para cada
material junto con los intervalos de confianza correspondientes (calculados segu´n
5.10.2) y la restitucio´n de todas las curvas tensio´n-deformacio´n.
En el Anexo C se incluyen los resultados obtenidos por SPSS que validan las
hipo´tesis de normalidad de los residuos ci = σ˜(ti)−σ(ti) y que se tienen que satisfacer
para poder aplicar el me´todo de ca´lculo considerado para los intervalos de confianza.
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6.2.1. Resultados en la aleacio´n de Aluminio AA3005
En la pa´gina 71 (Cap´ıtulo 4) se expresan las razones que sugieren que el endu-
recimiento por deformacio´n (WH) y la restauracio´n dina´mica (DRV) son los u´nicos
procesos responsables de la deformacio´n en la aleacio´n de Aluminio AA3005.
As´ı, se ha aplicado el modelo MCC simplificado, es decir, se ha asumido que la
recristalizacio´n dina´mica no toma parte en el proceso de deformacio´n luego la varia-
ble interna F2 es ide´nticamente cero. Por tanto, el modelo depende exclusivamente
de tres para´metros F0, c1 y F
∗
1 que se ajusta para cada temperatura y cada velocidad
de deformacio´n. Desde el punto de vista teo´rico estos para´metros se asocian con los
procesos de WH y DRV actuando simulta´neamente. El modelo MCC simplificado
es (presentado en Cap´ıtulo 5, ecuaciones 5.1)
σ(ti) = ξF1(ti,κ), (6.3)
ξ = sinh−1
(ε˙ exp( Q
RT
− ln (A)
)) 1
n
 , (6.4)
F˙1 = ε˙c1F1
(
1− F1
F ∗1
)
, ∀t ∈ (t0, tf ], (6.5)
F1(t0) = F0. (6.6)
La resolucio´n para cada ensayo de torsio´n del problema de minimizacio´n (6.1)
sujeto a las condiciones dadas por el modelo MCC simplificado (ecuaciones (6.3)
a (6.6)) requiere del ajuste previo de la ecuacio´n de Garofalo (ecuacio´n 4.15) para
determinar los valores de A, Q y n que aparecen en ξ. En concreto el ajuste se
realizo´ aplicando el me´todo RCR [1], [2] para un valor de deformacio´n de ε =0.8
(estado estacionario) obteniendo como resultado ln(Ass) =41.626 con Ass es s
−1,
Qss =227.01 kJ/mol y nss =7.91.
Una vez determinados los para´metros de Garofalo, se procede a resolver el pro-
blema (6.1) sujeto a (6.3)-(6.6) para cada ensayo de torsio´n, lo que proporciona como
resultado los valores para F0, c1 y F
∗
1 presentados en la Tabla 1
1. Esta tabla
1El modelo MCC dependiente de seis para´metros dado en las ecuaciones (6.2) tambie´n es apli-
cable a esta aleacio´n. Si se tiene en consideracio´n este modelo, los resultados de F0, c1 y F ∗1 son
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Caso F0 c1 F
∗
1 T ε˙
MPa s.u. MPa oC s−1
1 34.86±0.76 5.85±0.34 50.97±0.34 300 2.1
2 30.36±1.40 8.23±0.61 49.85±0.79 300 5
3 31.42±0.61 7.99±0.40 48.37±0.43 300 10
4 30.88±0.76 9.58±0.46 49.64±0.29 325 2.1
5 30.10±0.41 10.34±0.30 49.80±0.27 325 5
6 34.43±0.78 6.17±0.33 52.36±0.36 325 10
7 34.77±0.48 5.63±0.23 50.59±0.30 325 24
8 35.25±0.25 8.59±0.17 50.31±0.17 350 2.1
9 33.32±0.63 9.37±0.41 51.10±0.27 350 5
10 32.30±0.75 6.81±0.32 46.91±0.35 350 24
11 35.42±0.38 9.01±0.29 51.13±0.27 375 2.1
12 30.30±0.62 12.51±0.46 50.68±0.27 375 5
13 33.91±0.36 10.35±0.39 48.59±0.32 375 10
14 37.15±0.33 6.59±0.22 49.75±0.21 375 24
15 35.34±1.07 11.66±0.77 50.56±0.51 400 2.1
16 33.36±0.37 12.41±0.32 50.81±0.16 400 5
17 36.01±0.45 10.46±0.47 48.53±0.23 400 10
18 34.09±0.75 7.96±0.42 48.10±0.40 400 24
Tabla 1. Matriz de para´metros caracter´ıstica de la aleacio´n de Aluminio AA3005.
Los para´metros F0, c1 y F
∗
1 se obtienen de la resolucio´n del problema de minimiza-
cio´n (6.1) sujeto a las condiciones dadas por el modelo MCC simplificado (ecuaciones
(6.3)-(6.6)). Los intervalos de confianza se determinan segu´n 5.10.2.
muestra adema´s el nu´mero de ensayo (caso), los valores de temperatura T y velocidad
de deformacio´n ε˙ y los intervalos de confianza asociados a cada para´metro. No se
ha encontrado una relacio´n expl´ıcita y clara entre el valor de los para´metros y las
variables T y ε˙ y se recurrira´ a te´cnicas de ana´lisis multivariante en la segunda
similares a los expuestos en la Tabla 1 salvo errores nume´ricos y la variable F2 que se obtiene es
pra´cticamente cero pues no hay ablandamiento neto (disminucio´n de tensio´n).
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Figura 1. Curvas tensio´n-deformacio´n experimentales (puntos) y predichas por
MCC simplificado (l´ıneas) en la aleacio´n de Aluminio AA3005.
parte de este cap´ıtulo para interpretar los resultados obtenidos. La amplitud de los
intervalos de confianza para cada uno de los para´metros es pequen˜a revelando la
precisio´n del modelo MCC simplificado y del me´todo de ca´lculo.
Por otro lado, la Figura 1 muestra mediante l´ıneas de diferentes colores las curvas
tensio´n-deformacio´n predichas por el modelo MCC simplificado y empleando puntos
las tensiones experimentales obtenidas en el Cap´ıtulo 4 para la aleacio´n AA3005.
Esta figura pone de manifiesto la gran calidad de los ajustes obtenidos con erro-
res inferiores al 1 % en tensio´n. La capacidad de prediccio´n del modelo MCC es
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significativa si se compara con otros modelos de WH+DRV disponibles en la biblio-
graf´ıa y que suelen proporcionar un error mayor [3], [4]. Como aclaracio´n se muestra
esquema´ticamente co´mo se ha realizado la simulacio´n que permite determinar las
tensiones predichas por el modelo MCC simplificado:
1. Fijado el nu´mero de caso, se toman los datos de T y ε˙ y los valores de los
para´metros F0, c1 y F
∗
1 (una fila en Tabla 1).
2. Con T y ε˙ y el ajuste previo de la ecuacio´n de Garofalo se obtiene ξ de la
ecuacio´n (6.4).
3. Con F0, c1 y F
∗
1 se resuelve la ecuacio´n diferencial (6.5)-(6.6), obteniendo
F1(ti).
4. Con ξ y F1(ti) se obtienen las tensiones predichas σ(ti) como σ(ti) = ξF1(ti,κ)
(ecuacio´n (6.3)).
6.2.2. Resultados en el acero de ultra alto contenido en Car-
bono UHC-1.3 %C
En la pa´gina 86 (Cap´ıtulo 4) se explican los argumentos que sugieren que los
procesos de endurecimiento y ablandamiento WH, DRV y recristalizacio´n dina´mica
(DRX) intervienen en la deformacio´n del acero de ultra alto contenido en Carbono
UHC-1.3 %C.
Por tanto, se ha aplicado el modelo MCC dependiente de seis para´metros que
considera los procesos de WH+DRV+DRX mediante las ecuaciones (6.2) con el
objetivo de predecir y caracterizar la respuesta meca´nica a la deformacio´n en caliente
de este acero.
La resolucio´n del problema de minimizacio´n (6.1)-(6.2) requiere de nuevo del
ajuste previo de la ecuacio´n de Garofalo. Este ajuste se realizo´ aplicando el me´todo
RCR para un valor de deformacio´n de ε = 2 (estado estacionario) obteniendo los
valores de ln(Ass) =19.245 con Ass en s
−1, Qss =218.43 kJ/mol y nss =2.85.
Para cada ensayo de torsio´n (cada par T y ε˙), la Tabla 2 muestra en el acero UHC-
1.3 %C los para´metros solucio´n del problema de minimizacio´n (6.1)-(6.2) as´ı como
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los intervalos de confianza correspondientes. De nuevo, del ana´lisis de la Tabla 2 no
se desprende una relacio´n expl´ıcita y clara entre el valor de estos para´metros y las
variables T y ε˙.
No obstante, si se establece una comparacio´n entre los para´metros obtenidos para
la aleacio´n AA3005 en la Tabla 1 y los presentados en la Tabla 2 para el acero UHC-
1.3 %C, se pone de manifiesto que F0, c1 y F
∗
1 son en promedio significativamente
mayores en el acero UHC-1.3 %C que en la aleacio´n AA3005. En concreto, los valores
de F0 y c1 son aproximadamente un 50 % mayores y el para´metro F
∗
1 tambie´n es un
35 % ma´s grande en el acero. Por otro lado, las curvas tensio´n-deformacio´n en las
Figuras 1 y 2 indican que para condiciones de deformacio´n similares la resistencia
meca´nica a la deformacio´n es sensiblemente mayor en el acero UHC-1.3 %C que en la
aleacio´n de Aluminio. Por tanto, estos resultados esta´n de acuerdo con la hipo´tesis
establecida en la definicio´n del modelo que considera la variable interna F1 una
medida de la resistencia de un material a deformarse.
En lo relativo a los para´metros k1, nd y ε50 (asociados a DRX en la definicio´n
del modelo MCC), el ana´lisis de la Tabla 2 indica ciertas tendencias con respecto a
las variables ε˙ y T .
Por un lado, el para´metro k1 tiende a aumentar con el incremento de ε˙ y/o
la disminucio´n de T . Esta tendencia hace corresponder en este acero el valor de
k1 con el porcentaje de ablandamiento del acero causado por DRX, entendiendo
este ablandamiento como la diferencia relativa entre la tensio´n de pico y de estado
estacionario. Se sabe que en general (y en concreto para este acero), esta diferencia
se incrementa, al igual que el para´metro k1, con un el aumento de de ε˙ y/o la
disminucio´n de T [5].
Por otro lado, la tendencia general del para´metro ε50 es a aumentar con el in-
cremento de ε˙ y/o la disminucio´n de T lo que corresponde con el comportamiento
usualmente aceptado pues se suele considerar que el tiempo para que se produzca el
50 % de volumen recristalizado se retrasa con un aumento de ε˙ y/o una disminucio´n
de T [6], [7], [8], [9]. Finalmente, el para´metro nd o exponente de Avrami se muestra
casi constante y toma valores entorno a 1.2. Resultados similares al obtenido han
sido encontrados por otros autores para diferentes tipos de aceros [10], [11].
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Caso F0 c1 F
∗
1 k1 nd ε50 T ε˙
MPa s.u. MPa s.u. s.u. s.u. oC s−1
1 68.54±0.93 18.94±2.48 72.36±1.47 15.21±0.26 1.12±0.05 0.75±0.03 950 2
2 56.90±0.97 15.92±1.08 70.31±1.10 23.66±0.98 0.94±0.04 1.78±0.11 950 10
3 29.55±1.13 7.56±0.20 76.15±1.62 25.05±0.46 1.33±0.06 1.57±0.03 950 25.6
4 60.05±0.51 19.97±1.00 68.84±0.47 16.31±0.14 1.13±0.02 1.17±0.01 1000 5
5 49.26±0.33 12.85±0.25 64.83±0.34 16.30±0.23 1.08±0.02 1.74±0.03 1000 10
6 49.47±0.35 7.71±0.15 67.85±0.44 22.83±0.28 1.19±0.02 1.96±0.02 1000 25.6
7 59.25±0.89 19.09±1.19 72.20±0.93 14.15±0.21 1.33±0.05 0.78±0.02 1050 2
8 62.10±1.32 30.04±2.21 68.86±0.84 12.35±0.24 1.26±0.05 1.12±0.03 1050 5
9 50.32±0.25 9.71±0.14 64.77±0.19 12.34±0.06 1.64±0.02 1.72±0.01 1050 10
10 49.85±0.21 8.45±0.10 67.44±0.24 19.43±0.14 1.22±0.01 1.91±0.01 1050 25.6
11 58.08±0.56 18.68±0.74 71.10±0.59 10.60±0.14 1.29±0.04 0.75±0.01 1100 2
12 56.321±0.71 14.37±0.93 65.28±0.55 10.03±0.11 1.68±0.06 1.05±0.02 1100 5
13 48.807±0.61 10.82±0.36 65.67±0.61 9.00±0.17 1.30±0.05 1.37±0.03 1100 10
14 48.34±0.22 7.62±0.09 65.01±0.23 15.09±0.22 1.23±0.02 2.20±0.03 1100 25.6
15 53.10±1.12 15.61±1.06 68.30±1.19 10.08±0.27 1.45±0.09 0.79±0.03 1150 2
16 48.71±0.50 12.96±0.41 62.85±0.49 10.46±0.11 1.28±0.03 1.04±0.02 1150 5
17 45.54±0.43 9.41±0.22 62.67±0.44 9.26±0.13 1.22±0.04 1.44±0.02 1150 10
18 46.40±0.23 7.91±0.10 63.50±0.27 9.21±0.13 1.12±0.02 1.71±0.02 1150 25.6
19 62.53±0.18 11.48±0.45 67.09±0.22 8.14±0.04 1.48±0.02 0.93±0.02 1200 2
20 53.80±0.21 15.78±0.29 63.48±0.18 8.94±0.04 1.48±0.02 0.94±0.02 1200 5
21 45.91±0.17 9.71±0.09 63.60±0.19 6.97±0.07 1.13±0.02 1.44±0.01 1200 10
22 44.46±0.46 7.40±0.20 61.87±0.64 10.91±1.21 0.86±0.06 2.48±0.09 1200 25.6
Tabla 2. Matriz de para´metros caracter´ıstica del acero de ultra alto contenido en
Carbono UHC-1.3 %C. Los para´metros F0, c1, F
∗
1 , k1, nd y ε50 se obtienen de la
resolucio´n del problema de minimizacio´n (6.1)-(6.2). Los intervalos de confianza se
calculan segu´n 5.10.2.
Para finalizar con el ana´lisis preliminar de los resultados en la Tabla 2, se ha
establecido un elemento de control para los para´metros nd y ε50 del modelo MCC.
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CASO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Modelo nd 1.12 0.94 1.33 1.13 1.08 1.19 1.33 1.26 1.64 1.22 1.29
MCC ε50 0.75 1.78 1.57 1.17 1.74 1.96 0.78 1.12 1.72 1.91 0.75
Ec. Avrami n
Av)
d 1.00 1.05 1.22 1.17 1.17 1.37 1.46 1.37 1.75 1.32 1.15
Tradicional ε
Av)
50 0.80 1.49 1.64 1.16 1.60 1.81 0.81 1.11 1.69 1.85 0.71
CASO 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Modelo nd 1.68 1.30 1.23 1.45 1.28 1.22 1.12 1.48 1.48 1.13 0.86
MCC ε50 1.05 1.37 2.20 0.79 1.04 1.44 1.71 0.93 0.94 1.44 2.48
Ec. Avrami n
Av)
d 1.45 1.44 1.35 1.44 1.15 1.13 1.30 1.49 1.57 1.15 1.10
Tradicional ε
Av)
50 1.05 1.31 2.01 0.76 1.12 1.50 1.63 0.91 0.99 1.49 1.75
Tabla 3. Para´metros del modelo MCC nd y ε50 en comparacio´n con los obtenidos
de la aplicacio´n tradicional de la ecuacio´n de Avrami n
Av)
d y ε
Av)
50 . Estos para´metros
se refieren al acero UHC-1.3 %C y el nu´mero de caso coincide con el de la Tabla 2.
Lo deseable ser´ıa emplear resultados experimentales de ε50 como elemento de con-
trol pero esto no es posible pues no hay datos disponibles en la bibliograf´ıa para
este acero. Por consiguiente, se ha procedido a utilizar el procedimiento tradicional
y generalmente aceptado en la determinacio´n de estos para´metros [11], [12] como
elemento de control para nd y ε50 en MCC.
Este procedimiento consiste en aplicar la ecuacio´n de Avrami (5.14) y realizar
un ajuste considerando tan solo la porcio´n de curva que va desde la deformacio´n de
pico εp hasta la deformacio´n de inicio de estado estacionario εs. Los para´metros que
se obtienen por el procedimiento descrito se han denominado n
Av)
d y ε
Av)
50 .
La Tabla 3 muestra los para´metros nd y ε50 de MCC en contraste con n
Av)
d y ε
Av)
50
para cada caso en el acero UHC-1.3 %C. Los resultados ponen de manifiesto que las
diferencias obtenidas entre cada pareja de para´metros son pequen˜as. En particular
las diferencias en promedio entre nd y n
Av)
d son inferiores al 10 % y entre ε50 y ε
Av)
50
inferiores al 7 %. As´ı, se concluye que estos resultados sugieren la validez de los
para´metros nd y ε50 del modelo MCC en este acero.
Una vez analizados los resultados expuestos en las Tablas 2 y 3 se procede a
estudiar la capacidad de prediccio´n del modelo MCC. Para ello, la Figura 2 muestra
mediante l´ıneas de diferentes colores las curvas tensio´n-deformacio´n predichas
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Figura 2. Curvas tensio´n-deformacio´n experimentales (puntos) y predichas por
MCC (l´ıneas) en el acero UHC-1.3 %.
por el modelo MCC y mediante puntos las tensiones experimentales obtenidas en
el Cap´ıtulo 4 para el acero UHC-1.3 %C. De nuevo, esta figura revela la calidad
estad´ıstica de los ajustes obtenidos pues se obtiene en general errores inferiores al
1 % en tensio´n. La capacidad de prediccio´n del modelo MCC es significativa puesta
en comparacio´n con otros modelos de WH+DRV+DRX disponibles en la bibliograf´ıa
y que en general dan lugar a errores mayores de prediccio´n [13], [14].
Como aclaracio´n, la simulacio´n de las tensiones predichas se ha realizado como
sigue:
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1. Fijado el nu´mero de caso, se toman los datos de T y ε˙ y los valores de los
para´metros F0, c1, F
∗
1 , k1, nd y ε50 (una fila en Tabla 2).
2. Con T y ε˙ y el ajuste previo de la ecuacio´n de Garofalo se obtiene ξ (segunda
ecuacio´n en (6.2)).
3. Con F0, c1 y F
∗
1 , k1, nd y ε50 se calcula F2(ti) (quinta ecuacio´n en (6.2)) y se
resuelve la ecuacio´n diferencial en (6.2), obteniendo F1(ti).
4. Con ξ, F1(ti) y F2(ti) se obtienen las tensiones predichas σ(ti) como σ(ti) =
ξ[F1(ti,κ)− F2(ti,κ)] (primera ecuacio´n de (6.2)).
6.2.3. Resultados en el acero de alto contenido en Nitro´geno
HNS
En la pa´gina 87 (Cap´ıtulo 4) se expresan las razones que sugieren que los procesos
de WH, DRV y DRX se desarrollan durante la deformacio´n de este acero para las
condiciones de conformado estudiadas. El comportamiento descrito es comu´n a todas
las temperaturas excepto a 900 oC, donde existen resultados experimentales que
ponen de manifiesto que a esta temperatura la recristalizacio´n no toma parte en
el proceso de deformacio´n [15] (pp. 92). El ana´lisis anterior de las curvas tensio´n-
deformacio´n sugiere emplear el modelo MCC dependiente de seis para´metros como
en el acero UHC-1.3 %C.
Se ha resuelto el problema de minimizacio´n (6.1)-(6.2) ajustando previamente la
ecuacio´n de Garofalo por el me´todo RCR. Se obtienen los siguientes resultados para
un valor de deformacio´n de ε = 2 (estado estacionario) ln(Ass) = 52.65 con Ass en
s−1, Qss =610.77 kJ/mol y nss =5.97.
Para cada ensayo de torsio´n, la Tabla 4 muestra en el acero HNS los para´metros
solucio´n del problema de minimizacio´n (6.1)-(6.2) as´ı como los intervalos de confian-
za correspondientes. Como en los materiales anteriores, no se encuentra una relacio´n
expl´ıcita entre los para´metros del modelo MCC y las variables T y ε˙ y se recurrira´ al
ana´lisis multivariante para la interpretacio´n de los resultados de esta tabla.
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Caso F0 c1 F
∗
1 k1 nd ε50 T ε˙
MPa s.u. MPa s.u. s.u. s.u. oC s
−1
1 72.36±0.87 37.37±1.20 119.51±0.68 14.22±1.52 2.73±0.24 0.79±0.08 900 0.050
2 63.83±0.74 20.92±0.56 121.19±1.15 37.02±3.20 1.90±0.16 0.75±0.06 900 0.500
3 62.20±0.84 20.90±0.65 116.85±1.22 30.52±3.28 1.99±0.19 0.79±0.09 900 5.000
4 72.56±0.62 9.12±0.26 108.71±1.05 16.47±1.45 2.00±0.19 1.19±0.10 975 0.005
5 65.42±0.63 41.36±0.94 115.02±0.52 20.05±1.78 1.68±0.11 1.14±0.09 975 0.050
6 78.94±0.44 16.21±0.42 106.66±0.31 5.85±0.54 2.17±0.16 1.71±0.03 1050 0.005
7 81.21±0.37 30.63±0.45 123.41±0.21 9.66±0.23 1.87±0.05 1.67±0.01 1050 0.050
8 107.55±0.05 14.53±0.13 118.67±0.08 19.36±0.03 1.54±0.01 0.89±0.01 1050 0.500
9 74.50±0.44 21.29±0.38 118.56±0.38 10.38±0.26 1.82±0.06 1.15±0.01 1050 5.000
10 75.34±0.40 28.47±0.51 114.57±0.39 20.76±0.59 1.03±0.02 1.28±0.02 1125 0.050
11 69.61±0.33 23.74±0.31 116.06±0.33 12.36±0.20 1.79±0.04 0.82±0.01 1125 0.500
12 58.16±0.46 11.62±0.19 112.85±0.53 3.77±0.33 2.93±0.27 1.24±0.03 1125 5.000
13 92.09±0.75 14.99±0.68 123.08±1.00 14.89±0.51 3.13±0.20 0.68±0.01 1200 0.005
14 77.51±0.40 18.98±0.36 117.02±0.50 7.89±0.50 0.93±0.05 1.04±0.03 1200 0.050
15 82.87±0.07 9.84±0.08 106.98±0.22 6.04±0.11 1.32±0.02 0.66±0.01 1200 0.500
16 82.17±0.09 19.66±0.11 108.31±0.05 2.51±0.06 1.81±0.05 1.76±0.01 1200 5.000
Tabla 4. Matriz de para´metros caracter´ıstica del acero de alto contenido en Nitro´geno
HNS. Los para´metros F0, c1, F
∗
1 , k1, nd y ε50 se obtienen de la resolucio´n del pro-
blema de minimizacio´n (6.1)-(6.2). Los intervalos de confianza se calculan segu´n
5.10.2.
No obstante, en comparacio´n con el acero UHC-1.3 %C, la Tabla 4 presenta que
los valores de F0, c1 y F
∗
1 para el acero HNS son significativamente mayores. En
promedio, los para´metros F0 y c1 son aproximadamente un 50 % ma´s altos y el
para´metro F ∗1 entorno al 70 % mayor. Estos resultados pueden estar relacionados
por el hecho de que la resistencia meca´nica a la deformacio´n en caliente en el acero
HNS es mayor que en el otro material segu´n ponen de manifiesto las curvas tensio´n
deformacio´n. Nuevamente, un mayor valor para los para´metros F0, c1 y F
∗
1 del
modelo MCC se asocia con un incremento de la resistencia meca´nica.
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CASO 4 5 6 7 8 9 10
Modelo nd 2.00 1.68 2.17 1.87 1.54 1.82 1.03
MCC ε50 1.19 1.14 1.71 1.67 0.89 1.15 1.28
Ec. Avrami n
Av)
d 1.90 1.77 1.93 1.63 1.38 1.59 1.05
tradicional ε
Av)
50 1.09 1.00 1.83 1.66 0.85 1.11 1.09
CASO 11 12 13 14 15 16
Modelo nd 1.79 2.93 3.13 0.93 1.32 1.81
MCC ε50 0.82 1.24 0.68 1.04 0.66 1.76
Ec. Avrami n
Av)
d 1.64 2.53 2.89 0.81 1.42 2.08
tradicional ε
Av)
50 0.78 1.38 0.61 0.99 0.69 1.84
Tabla 5. Para´metros del modelo MCC nd y ε50 en comparacio´n con los obtenidos
de la aplicacio´n tradicional de la ecuacio´n de Avrami n
Av)
d y ε
Av)
50 . Estos para´metros
se refieren al acero HNS y el nu´mero de caso coincide con el de Tabla 4.
Por otro lado, en la Tabla 4 tambie´n se muestran los para´metros k1, nd y ε50,
asociados a DRX en la definicio´n del modelo MCC. Se observa que al igual que
ocurre en el acero UHC-1.3 %C, la tendencia del para´metro k1 es a aumentar con el
incremento de ε˙ y/o la disminucio´n de T .
En lo relativo a los para´metros nd y ε50 se ha establecido de nuevo el elemento
de control proporcionado por la ecuacio´n de Avrami tradicional. Los resultados se
muestran en la Tabla 5. Los tres primeros casos (900 oC) no se presentan en esta
tabla pues existen evidencias experimentales que indican que a esa temperatura la
DRX no toma parte del proceso de deformacio´n [15] (pp. 92), [16]. Estos resultados
indican que las diferencias entre los para´metros son en promedio inferiores al 11 %
para el para´metro nd e inferiores al 8 % para ε50. Las pequen˜as diferencias obtenidas
sugieren la validez de los valores proporcionados por el modelo MCC para nd y ε50.
Adema´s, en las Tablas 4 y 5 se observa que el para´metro nd toma valores en
el intervalo [1, 2] que son f´ısicamente admisibles y el para´metro ε50 muestra cierta
tendencia a aumentar con el incremento de ε˙ y/o la disminucio´n de T y este compor-
tamiento es cualitativamente similar al obtenido en el acero UHC-1.3 %C. Destacar
que los tres primeros valores de ε50 en la Tabla 4 resultan ano´malamente bajos en
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Figura 3. Curvas tensio´n-deformacio´n experimentales (puntos) y predichas por
MCC (l´ıneas) en el acero HNS.
comparacio´n con el resto de resultados pues segu´n se ha mencionado a 900oC no se
desarrolla DRX.
Finalmente, en lo relativo a la restitucio´n de las curvas tensio´n-deformacio´n, la
Figura 3 muestra mediante l´ıneas de diferentes colores los valores de tensio´n predi-
chos por el modelo MCC y mediante puntos las tensiones experimentales obtenidas
en el Cap´ıtulo 4 para el acero HNS. El acuerdo entre los dos conjuntos de datos es
significativo pues los errores obtenidos en tensio´n son en promedio inferiores al 1 %.
Esta figura revela de nuevo la gran capacidad de prediccio´n del modelo MCC.
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6.2.4. Resultados en el acero superduplex SA
En la pa´gina 88 (Cap´ıtulo 4) se sugiere que los procesos de WH, DRV y DRX
son los responsables de la deformacio´n del acero super duplex. Es por ello que como
en los dos aceros anteriores, el modelo MCC dependiente de seis para´metros ha sido
aplicado en este acero.
La resolucio´n del problema (6.1)-(6.2) requiere del ajuste previo de la ecuacio´n
de Garofalo resuelto por el me´todo RCR. Se obtienen los siguientes resultados para
ε = 1.3 (estado estacionario): ln(Ass) = 22.96 con Ass en s
−1, Qss =230.02 kJ/mol
y nss =2.79.
En comparacio´n con la aleacio´n de Aluminio y el acero de alto contenido en
Carbono, la Tabla 6 muestra que los valores de los para´metros F0 y F
∗
1 para el acero
super duplex son sensiblemente mayores. Este resultado se corresponde con el hecho
de que el acero super duplex posee una mayor resistencia meca´nica a la deformacio´n
en caliente segu´n revela el estudio comparativo de las curvas tensio´n deformacio´n de
estos materiales. Los valores de F0, c1 y F
∗
1 son similares en el acero super duplex y
en el de alto contenido en Nitro´geno pues ambos tiene una resistencia meca´nica a
la torsio´n en caliente similar en las condiciones estudiadas.
En lo que respecta a los para´metros de recristalizacio´n k1, nd y ε50 se observa
que k1 y ε50 tienen una tendencia a decrecer con el aumento de ε˙ y la disminucio´n
de T , en contraste con los resultados obtenidos en los otros dos aceros estudiados.
Este comportamiento es de dif´ıcil interpretacio´n. Se sugiere que, o bien, la recris-
talizacio´n dina´mica no es el proceso de ablandamiento principal una vez se alcanza
la tensio´n de pico, o bien, la presencia de varias fases en el material distorsiona
los resultados obtenidos. Finalmente, el para´metro nd toma valores en el intervalo
[1, 2.5] aproximadamente que resultan f´ısicamente admisibles. En cualquier caso, si
se establece el elemento de control de la ecuacio´n de Avrami como en los aceros
anteriores se obtienen resultados similares. No obstante, a pesar de no encontrar
el comportamiento inicialmente esperado para los para´metros k1 y ε50, la Figura 4
muestra que el modelo MCC proporciona ajustes de las curvas tensio´n-deformacio´n
de gran calidad estad´ıstica. Los errores obtenidos son inferiores al 1 % en tensio´n.
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Caso F0 c1 F
∗
1 k1 nd ε50 T ε˙
MPa s.u. MPa s.u. s.u. s.u. oC s−1
1 107.25±0.66 15.27±0.25 150.24±0.73 29.46±1.87 1.58±0.06 0.76±0.03 850 2.1
2 93.97±0.96 13.98±0.29 142.84±0.99 22.84±2.37 1.75±0.16 0.83±0.10 850 5
3 92.13±0.32 14.81±0.11 143.15±0.45 65.06±1.65 1.49±0.02 0.84±0.02 850 10
4 90.06±1.04 14.02±0.31 138.11±1.01 17.14±1.85 1.88±0.15 0.81±0.10 850 15
5 120.65±1.83 22.22±0.90 160.45±1.13 11.56±1.41 2.15±0.14 0.69±0.04 900 2.1
6 103.37±1.45 42.89±1.36 141.18±0.60 52.05±6.56 2.69±0.11 0.91±0.06 900 5
7 102.61±1.42 13.44±0.65 132.88±1.42 45.87±5.61 1.91±0.15 0.91±0.09 900 10
8 94.87±0.64 12.75±0.26 128.71±0.69 23.55±3.15 1.73±0.13 0.90±0.09 900 15
9 92.91±0.37 10.69±0.13 128.17±0.51 17.09±2.06 1.60±0.11 0.81±0.09 900 20
10 110.18±1.49 69.27±1.74 158.64±0.46 62.90±4.77 2.01±0.05 1.10±0.06 950 2.1
11 105.55±0.95 21.93±0.49 143.89±0.60 46.08±4.91 1.88±0.07 1.09±0.08 950 5
12 91.07±3.20 16.04±0.97 141.42±2.35 55.49±4.02 2.13±0.18 0.97±0.08 950 10
13 100.78±0.74 13.15±0.28 136.32±0.71 56.54±5.61 2.01±0.07 1.00±0.05 950 15
14 93.55±0.47 14.00±0.16 141.15±0.62 39.03±3.84 1.54±0.05 0.81±0.06 950 20
15 130.56±0.31 7.72±0.12 161.41±0.69 52.08±2.31 1.34±0.02 1.21±0.05 1000 2.1
16 94.91±1.32 20.07±0.50 140.58±0.64 67.77±8.42 2.55±0.10 1.20±0.06 1000 5.0
17 93.05±0.73 12.59±0.24 131.35±0.69 74.68±5.01 1.86±0.04 1.20±0.05 1000 10.0
18 80.85±0.71 19.02±0.29 125.30±0.50 43.89±4.95 2.49±0.09 1.00±0.05 1000 15
19 81.76±0.53 10.90±0.13 132.59±0.67 40.38±2.52 1.55±0.05 1.10±0.05 1000 20
20 85.05±0.43 6.53±0.05 155.85±0.69 23.42±2.96 1.56±0.12 1.22±0.10 1000 25.6
21 131.00±0.35 8.26±0.12 164.85±0.65 59.14±2.55 1.44±0.02 1.21±0.04 1050 2.1
22 104.39±1.09 16.36±0.36 149.52±0.75 74.35±6.97 2.38±0.07 1.20±0.06 1050 5
23 98.32±0.22 10.75±0.07 136.71±0.31 53.72±1.18 1.47±0.01 1.14±0.02 1050 10
24 91.31±0.51 11.71±0.16 131.43±0.55 33.52±2.08 1.60±0.05 1.09±0.05 1050 15
25 84.51±0.74 12.24±0.22 126.45±0.71 20.15±1.76 1.72±0.10 1.01±0.06 1050 20
26 85.67±0.47 8.71±0.12 123.99±0.60 45.42±4.01 1.81±0.06 1.20±0.06 1050 25.6
Tabla 6. Matriz de para´metros caracter´ıstica del acero super duplex SA. Los para´me-
tros F0, c1, F
∗
1 , k1, nd y ε50 se obtienen de la resolucio´n del problema de minimiza-
cio´n (6.1)-(6.2). Los intervalos de confianza se calculan segu´n 5.10.2.
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Caso F0 c1 F
∗
1 k1 nd ε50 T ε˙
MPa s.u. MPa s.u. s.u. s.u. oC s−1
27 82.96±1.46 11.81±0.28 151.46±1.69 83.23±9.28 1.74±0.08 1.51±0.11 1100 2.1
28 89.93±0.44 11.64±0.13 137.72±0.68 76.45±2.73 1.27±0.02 1.51±0.06 1100 5
29 86.39±0.66 12.60±0.24 121.94±0.62 53.61±2.77 1.57±0.04 1.40±0.06 1100 10
30 83.42±0.24 9.41±0.06 128.31±0.32 43.13±0.70 1.49±0.01 1.27±0.02 1100 15
31 68.50±0.35 14.25±0.09 121.39±0.24 70.95±2.38 2.46±0.03 1.52±0.02 1100 20
32 73.16±0.48 9.24±0.09 126.39±0.59 67.06±3.81 1.76±0.04 1.50±0.06 1100 24
33 125.02±0.65 5.88±0.17 164.03±1.95 80.49±3.04 1.32±0.03 1.36±0.05 1150 2.1
34 97.01±0.31 11.29±0.12 127.36±0.33 50.00±0.72 1.56±0.01 1.25±0.01 1150 5
35 82.30±0.98 9.47±0.35 118.65±1.90 51.16±6.48 1.32±0.07 1.50±0.20 1150 10
36 78.93±0.32 9.78±0.07 131.70±0.44 66.49±1.09 1.52±0.01 1.29±0.02 1150 15
37 71.03±0.46 14.50±0.13 122.64±0.37 56.59±2.94 2.04±0.04 1.50±0.05 1150 20
38 79.60±0.24 7.42±0.04 140.98±0.40 72.06±2.03 1.46±0.02 1.52±0.03 1150 24
39 98.66±1.32 6.93±0.39 143.44±4.95 82.24±9.08 1.13±0.06 1.50±0.11 1200 2.1
40 76.23±1.22 10.98±0.32 122.83±1.49 58.97±6.67 1.64±0.08 1.51±0.12 1200 5
41 69.05±1.29 10.67±0.30 126.11±2.03 81.84±9.29 1.49±0.07 1.51±0.12 1200 10
42 63.77±0.55 12.12±0.10 134.19±0.54 83.19±4.26 1.93±0.03 1.51±0.05 1200 15
43 54.72±0.90 13.52±0.18 127.00±0.80 62.56±7.09 2.20±0.08 1.51±0.10 1200 20
44 65.81±0.85 9.43±0.12 151.71±1.53 75.74±7.23 1.31±0.05 1.51±0.09 1200 24
45 64.49±0.95 9.86±0.23 161.26±1.98 52.86±6.14 1.22±0.04 1.31±0.07 1200 25.6
Tabla 6. (Continuacio´n).
Los resultados expuestos en esta seccio´n revelan que para los materiales estudia-
dos el modelo MCC es ido´neo para describir de manera precisa la respuesta meca´nica
transitoria y estacionaria a la deformacio´n en caliente. En comparacio´n con otros
modelos de la bibliograf´ıa MCC proporciona la mayor exactitud cuando se trabaja
a altas velocidades de deformacio´n y se consideran condiciones transitorias y es-
tacionarias para la deformacio´n. Adema´s, se ha empleado la ecuacio´n de Avrami
tradicional como elemento de control para nd y ε50 y se ha realizado una primera
indagacio´n en la interpretacio´n f´ısica del resto de para´metros del modelo MCC que
sera´ profundizada en la seccio´n 6.4 empleando te´cnicas de ana´lisis multivariante.
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Figura 4. Curvas tensio´n-deformacio´n experimentales (puntos) y predichas por
MCC (l´ıneas) en el acero super duplex.
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Figura 4. (Continuacio´n).
6.3. Las variables internas F1 y F2 en el modelo
MCC
En la ge´nesis del modelo MCC en el Cap´ıtulo 5 y en l´ınea con lo realizado por
otros autores de la bibliograf´ıa se propuso modificar el para´metro α de la ecuacio´n
de Garofalo (4.15) por la funcio´n 1/(F1 − F2) con F1 y F2 las variables internas del
modelo MCC. La Tabla 7 pone de manifiesto esta analog´ıa. As´ı, el para´metro α se
ha empleado en esta seccio´n como elemento de control para las funciones F1 y F2
en el modelo MCC.
Modelo propuesto MCC Ecuacio´n de Garofalo
ε˙ = A exp
(
− Q
RT
)
sinhn
(
σ
F1−F2
)
ε˙ = A exp
(
− Q
RT
)
sinhn (ασ)
1
F1 − F2 −→ α
Tabla 7. Analog´ıa entre la funcio´n
1
F1 − F2 del modelo MCC y el para´metro α
de la ecuacio´n de Garofalo.
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Aleacio´n de Aluminio AA3005 [18]
Deformacio´n ε 0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8
α, MPa−1 0.0223 0.0203 0.0193 0.0173 0.0157 0.0197
Acero de ultra alto contenido en Carbono UHC-1.3 %C [19]
Deformacio´n ε 0.25 0.3 0.4 0.5 0.54 0.7 0.8
α, MPa−1 0.0113 0.016 0.0163 0.0103 0.0073 0.0077 0.0053
Deformacio´n ε 1 1.5 2 2.5 3 3.5
α, MPa−1 0.0063 0.009 0.0173 0.021 0.0247 0.0267
Acero de alto contenido en Nitro´geno HNS [20]
Deformacio´n ε 0.4 0.5 1 1.5 2 2.5 3
α, MPa−1 0.0075 0.0084 0.0068 0.0066 0.0077 0.0074 0.0079
Acero super duplex SA [21]
Deformacio´n ε 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8
α, MPa−1 0.0117 0.009 0.0087 0.0083 0.0087 0.009 0.0093
Deformacio´n ε 1.3 1.4 1.5
α, MPa−1 0.0093 0.01 0.0103
Tabla 8. Para´metro α de Garofalo para los cuatro materiales. Este para´metro se
ha determinado aplicando el me´todo RCR a diferentes niveles de deformacio´n.
As´ı, la Tabla 8 muestra la evolucio´n con la deformacio´n del para´metro α de
Garofalo para los cuatro materiales estudiados. El me´todo de ajuste aplicado para
obtener este para´metro ha sido el RCR a diferentes niveles de deformacio´n [17].
La Figura 5 compara la evolucio´n con la deformacio´n de la funcio´n 1/(F1 − F2)
(para la aleacio´n AA3005 1/F1 pues F2 ≡ 0) del modelo MCC para cierto valor
de T y distintas ε˙ y el para´metro α presentado en la Tabla 8. Los materiales y
condiciones consideradas son a) aleacio´n AA3005 a 375 oC, b) acero UHC-1.3 %C a
1150 oC, c) acero HNS a 1050 oC y d) acero SA a 1150 oC y para todos los casos
distintas ε˙. Para los cuatro materiales se observa que los valores de 1/(F1−F2) y de
α son similares as´ı como tambie´n lo es su comportamiento cualitativo. Las mayores
diferencias se presentan en el acero UHC-1.3 %C. Estos resultados derivados de la
experimentacio´n indica la correspondencia entre 1/(F1−F2) y α que se deduce de la
estructura de la ecuacio´n constitutiva del modelo MCC y la ecuacio´n de Garofalo.
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Figura 5. Evolucio´n con la deformacio´n de la funcio´n 1/(F1−F2) del modelo MCC
(l´ıneas) en comparacio´n con el para´metro α de la ecuacio´n de Garofalo (puntos). La
funcio´n 1/(F1−F2) se ha calculado para distintas ε˙ y a) aleacio´n AA3005 a 375 oC
(en este caso F2 ≡ 0), b) acero UHC-1.3 %C a 1150 oC, c) acero HNS a 1050 oC y
d) acero SA a 1150 oC.
La Figura 5 tambie´n revela las ventajas del planteamiento diferencial frente al
cla´sico (esta´tico). Primero, el empleo de las variables internas F1 y F2 se traduce en
una integracio´n total del proceso de deformacio´n desde las condiciones iniciales a
las finales sin pe´rdida de continuidad. En este sentido, se puede predecir el compor-
tamiento de cada material hasta grandes deformaciones sin pe´rdida de estabilidad.
Como ejemplo se pueden observar la Figuras 5 b) UHC-1.3 %C y c) HNS, donde el
modelo MCC predice la respuesta meca´nica de estos aceros hasta ε = 4 mientras
que los ajustes de la ecuacio´n de Garofalo solo son va´lidos hasta deformacio´n 3.5
y 3 respectivamente. Esto es debido a que a mayores deformaciones la ecuacio´n de
Garofalo pierde estabilidad y calidad estad´ıstica en los ajustes pues no todos los
ensayos alcanzan ese nivel de deformacio´n y como consecuencia hay menos puntos
soporte sobre los que realizar la identificacio´n de para´metros.
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Figura 6. Representacio´n esquema´tica de la accio´n simulta´nea de WH+DRV+DRX
recopilada de Jonas y colaboradores en [22].
Siguiendo a [22] (ver Figura 6), para los tres aceros estudiados se asume que la
curva marcada como ξF1 representa la respuesta meca´nica del material en ausencia
de DRX, es decir, como resultado exclusivo de los procesos de WH+DRV. A par-
tir de la deformacio´n de pico se considera que la curva ξF1 se corresponde con el
comportamiento de las regiones no recristalizadas, si bien este resultado no puede
evidenciarse experimentalmente. En lo referente a ξF2 se asume que reproduce el
ablandamiento causado por DRX a partir de la deformacio´n de pico.
En este sentido, las Figuras 7, 8 y 9 muestran el desacoplamiento calculado
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Figura 7. Contribucio´n segu´n MCC del WH+DRV, ξF1, y de la DRX, ξF2 (l´ıneas
gruesas), en la respuesta meca´nica del acero UHC-1.3 %C para 10 s−1 y a) 1050
oC y b) 1100 oC. Los puntos son las tensiones experimentales σexp y la l´ınea fina
pro´xima a los puntos las tensiones predichas por MCC σpred, de acuerdo con 6.2.
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Figura 8. Contribucio´n segu´n el modelo MCC del WH+DRV, ξF1, y de la DRX,
ξF2 (l´ıneas gruesas), en la respuesta meca´nica del acero HNS para 0.5 s
−1 y a) 1050
oC y b) 1200 oC. Los puntos son las tensiones experimentales σexp y la l´ınea fina
pro´xima a los puntos las tensiones predichas por el modelo MCC σpred, de acuerdo
con la primera ecuacio´n en 6.2.
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Figura 9. Contribucio´n segu´n el modelo MCC del WH+DRV, ξF1, y de la DRX,
ξF2 (l´ıneas gruesas), en la respuesta meca´nica del acero super duplex SA para 2.1
s−1 y a) 1050 oC y b) 1100 oC. Los puntos son las tensiones experimentales σexp y
la l´ınea fina pro´xima a los puntos las tensiones predichas por el modelo MCC σpred,
de acuerdo con la primera ecuacio´n en 6.2.
segu´n el modelo MCC de los procesos de ablandamiento DRV y DRX para diferentes
condiciones de conformado y en los tres aceros estudiados. Se han seleccionado
dos ensayos en cada material que se pueden considerar como representativos del
comportamiento general a estos efectos.
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En concreto, la Figura 7 corresponde con el acero UHC-1.3 %C a 10 s−1 y a)
1050 oC y b) 1100 oC, la Figura 8 es para el acero HNS a 0.5 s−1 y a) 1050 oC y b)
1200 oC y por u´ltimo la Figura 9 representa el acero super duplex SA a 2.1 s−1 y a)
1050 oC y b) 1100 oC. Los puntos representan las tensiones experimentales, la l´ınea
fina pro´xima a los puntos corresponde con las tensiones predichas por el modelo
MCC calculadas con la primera ecuacio´n en (6.2) y las l´ıneas gruesas representan
la contribucio´n por separado de los procesos de endurecimiento y ablandamiento
WH+DRV y DRX con ξF1 y ξF2 respectivamente.
Las Figuras 7, 8 y 9 ponen de manifiesto que el modelo MCC esta´ de acuerdo
con el planteamiento generalmente aceptado [22] que considera que antes de la de-
formacio´n de pico la respuesta meca´nica de un material viene determinada por la
accio´n simulta´nea del WH+DRV (ξF1) y despue´s de este nivel de deformacio´n la
DRX (ξF2) es el proceso principal de ablandamiento.
Por u´ltimo, la Figura 10 muestra la evolucio´n predicha por el modelo MCC de
la variable interna F2 con la deformacio´n para a) UHC-1.3 %C a 5 s
−1 y diferentes
T y b) HNS a 0.5 s−1 y diferentes T . En la misma figura se muestra la evolucio´n
segu´n MCC de la fraccio´n de volumen recristalizado X para c) UHC-1.3 %C y d)
HNS y las mismas condiciones de conformado que en a) y b) respectivamente. Como
aclaracio´n, X se obtiene directamente de F2 y k1 con la ecuacio´n (5.11).
La Figura 10 revela que para estos dos aceros se tiene que una disminucio´n de T
se corresponde con un mayor valor para F2 lo que se traduce en un mayor porcentaje
de ablandamiento del acero, entendiendo este ablandamiento como una diferencia
en te´rminos relativos entre la tensio´n de pico y la tensio´n de estado estacionario. Se
sabe que en general, este comportamiento es caracter´ıstico de materiales donde se
desarrolla DRX [5]. Asimismo, para las condiciones sen˜aladas una disminucio´n de
T se traduce en un aumento del para´metro ε50. De nuevo, este comportamiento se
asume en general para el para´metro ε50 cuando un material se deforma en presencia
de DRX [6], [7], [8].
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Figura 10. Evolucio´n con la deformacio´n de la variable interna F2 y de la fraccio´n
de volumen recristalizado X obtenida con la ecuacio´n (5.11) a diferentes tempera-
turas para a) y c) UHC-1.3 %C y 5 s−1 y b) y d) HNS y 0.5 s−1.
6.4. Ana´lisis multivariante de los para´metros ob-
tenidos
En esta segunda parte del cap´ıtulo, los para´metros del modelo MCC expuestos
en las Tablas 1, 2, 4 y 6 para los cuatro materiales considerados son estudiados
en conjunto mediante te´cnicas de ana´lisis multivariante de datos. El primer paso
consiste en construir una gran matriz que englobe los para´metros de MCC de los
cuatro materiales junto con ciertas propiedades recogidas de la bibliograf´ıa y datos
obtenidos directamente de las curvas tensio´n-deformacio´n. El ana´lisis multivariante
de esta gran matriz incluye ana´lisis de conglomerados, ana´lisis factorial y regresio´n
lineal multivariante por pasos.
Estas te´cnicas constituyen una primera etapa en la validacio´n f´ısica del modelo
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pues tienen como objetivo principal interpretar los para´metros del modelo MCC en
relacio´n a otras propiedades o para´metros conocidos y contrastados.
6.4.1. Construccio´n de la matriz de datos
Se ha construido una gran matriz de datos como elemento soporte para realizar
el ana´lisis estad´ıstico. Esta matriz engloba todos los resultados obtenidos para cada
material. La matriz tiene por columnas distintos para´metros o propiedades de cada
uno de los materiales estudiados (en total 62 para´metros) y por filas los distintos
casos o ensayos llevados a cabo (en total 101 ensayos realizados). Se trata de una
matriz de dimensiones 101x62.
En concreto, los para´metros o propiedades de los cuatro materiales tenidos en
cuenta a la hora de construir la matriz de datos han sido los siguientes:
1. Condiciones de conformado
Temperatura T , temperatura homo´loga TH y velocidad de deformacio´n ε˙ de
cada ensayo (dadas en el Cap´ıtulo 2. Materiales y Me´todo Experimental).
2. Para´metros obtenidos directamente de las curvas σ − ε
Para cada curva tensio´n-deformacio´n y cada material se han recopilado los datos
mostrados en la Tabla 9.
Tensio´n
de pico
Deformacio´n
de pico
Tensio´n
final
Deformacio´n
final
σp (MPa) εp σf (MPa) εf
Relacio´n de
ablandamiento
Relacio´n de
endurecimiento
Deformacio´n en
ablandamiento
Deformacio´n en
endurecimiento
ηAbl =
σp−σf
σp
ηEnd =
σp−σ0
σp
∆εAbl = εf − εp ∆εEnd = εp − ε0
Velocidad media
de ablandamiento
Velocidad media
de endurecimiento
µAbl =
σp−σf
εf−εp (MPa) µEnd =
σp−σ0
εp−ε0 (MPa)
Tabla 9. Datos obtenidos directamente de las curvas σ − ε, s´ımbolos y unidades.
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3. Para´metros de Zener-Hollomonn y ecuacio´n de Garofalo
Se han calculado los Para´metros de Zener-Hollomonn sin normalizar (Z) y
normalizados (ZA)
2 y sus valores logar´ıtmicos en pico:Zp, ZA,p y lnZp, lnZA,p.
Para´metros de la ecuacio´n de Garofalo en pico: np, Qp, αp y Ap.
4. Composicio´n qu´ımica. Expuesta en el Cap´ıtulo 3. Materiales y me´todo
experimental.
5. Propiedades meca´nicas. Expuestas en el Cap´ıtulo 3. Materiales y me´todo
experimental.
6. Propiedades f´ısicas y te´rmicas Expuestas en el Cap´ıtulo 3. Materiales y
me´todo experimental.
7. Para´metros de microestructura Expuestos en el Cap´ıtulo 3. Materiales y
me´todo experimental.
8. Para´metros del modelo MCC
Para´metros de endurecimiento por deformacio´n y restauracio´n dina´mica: F0, c1
y F ∗1 . Para´metros de recristalizacio´n dina´mica: k1, nd y ε50 dados en las Tablas
1, 2, 4 y 6. Para la aleacio´n AA3005 se ha especificado que k1 = nd = ε50 = 0
pues en este material no se desarrolla DRX.
6.4.2. Ana´lisis de conglomerados
El ana´lisis de conglomerados es una te´cnica estad´ıstica que permite clasificar
n observaciones en k grupos o clusters (conglomerados) con n << k mediante el
empleo de p variables. Las observaciones que pertenecen a un mismo grupo son
similares de acuerdo con cierto criterio (homogeneidad) y los grupos deben de estar
suficientemente alejados unos de otros (heterogeneidad).
2Estos para´metros se emplean de manera general en los estudios de conformado pues sintetizan
T y ε˙ en una sola variable que se define como [23]:Z = ε˙ exp
(
Q
RT
)
y ZA =
ε˙
A
exp
(
Q
RT
)
6.4. Ana´lisis multivariante de los para´metros obtenidos 183
En este sentido, el ana´lisis de conglomerados resulta u´til para el estudio de los
para´metros del modelo MCC. Esto es debido a que cabe preguntarse si es posible
clasificar los n ensayos de torsio´n realizados (n = 101) en k grupos homoge´neos
y diferenciados empleando exclusivamente la informacio´n que proporcionan los seis
para´metros o variables del modelo (p = 6) en cada observacio´n. En concreto, se
trata de clasificar los ensayos u observaciones en cuatro grupos pues son cuatro los
materiales estudiados (k = 4). Dicho de otra manera, el objetivo es determinar el
poder clasificador de los para´metros del modelo.
Para la realizacio´n del ana´lisis de conglomerados se ha considerado una matriz
101x6 donde las 101 filas corresponden con cada uno de los ensayos de torsio´n
realizados (observaciones o casos) y las seis columnas se asocian a cada uno de los
para´metros del modelo MCC (variables).
Las 6 variables han sido tipificadas antes de realizar el ana´lisis de conglomera-
dos3. La tipificacio´n consiste en realizar un cambio de variable restando la media y
dividiendo entre la desviacio´n t´ıpica con lo que se consigue que la nueva variable
tenga media cero y varianza 1. De esta manera se eliminan los efectos de escala que
pueden tener un efecto distorsionador en la clasificacio´n realizada en el ana´lisis de
conglomerados.
Se ha optado por emplear el paquete estad´ıstico SPSS. Se ha seleccionado el
algoritmo no jera´rquico k-medias pues permite trabajar de manera eficiente con un
gran nu´mero de datos [24] y se tiene un nu´mero de conglomerados prefijado (el
nu´mero de materiales).
En l´ıneas generales, la clasificacio´n de cada uno de los casos en cada grupo
mediante el me´todo k-medias se realiza como sigue (para ma´s detalles se puede
consultar [25] (pp. 220)):
1. Predeterminar k centroides de conglomerado iniciales (k = 4).
2. Calcular las distancias de cada observacio´n a los centroides de conglomerado
iniciales. Se trata de un ana´lisis me´trico, no probabilista y el programa SPSS
emplea la distancia eucl´ıdea.
3Notacio´n. La tipificacio´n de una variable x se designa como Zscore(x) como en las Tablas 10
y 13 o bien Z(x) como en las Tablas 14 y 15.
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3. Asignar cada observacio´n al conglomerado ma´s cercano y volver a calcular los
centroides de cada uno de los conglomerados.
4. Repetir los pasos 2-3 hasta que la asignacio´n de cada observacio´n o caso se
estabilice en algu´n grupo.
Adema´s se han tenido en cuenta las siguientes consideraciones
SPSS asigna las primeras k observaciones como centroides iniciales. La clasifi-
cacio´n final obtenida puede ser sensible a la eleccio´n de los centroides iniciales.
Para comprobar esta influencia se ha ordenado la matriz de datos de tres for-
mas distintas y se ha verificado que los resultados obtenidos son muy similares
pues solo cambia la asignacio´n de unas 5 o 6 observaciones.
El programa se ha ejecutado con la opcio´n Use runnig means no activa de
manera que los centros de conglomerado no se actualizan hasta que todas las
observaciones hayan sido ubicadas en cada conglomerado.
La aplicacio´n del me´todo descrito proporciona los siguientes resultados. Por un
lado, la Tabla 10 presenta los resultados para la clasificacio´n obtenida relativos al
ana´lisis de la varianza. Se puede observar que el nivel de significacio´n p es <0.001
para cada una de las variables consideradas (p se corresponde con la u´ltima columna
de la Tabla 10 y se denomina Sig.). Por consiguiente, la Tabla 10 pone de manifiesto
que los seis para´metros influyen y son significativos en la clasificacio´n.
Conglomerado Error
Media cuadra´tica gl Media cuadra´tica gl F Sig.
Zscore(F0) 23.014 3 0.319 97 72.112 0.000
Zscore(c1) 21.477 3 0.367 97 58.570 0.000
Zscore(F ∗1 ) 27.997 3 0.165 97 169.639 0.000
Zscore(k1) 21.946 3 0.352 97 62.312 0.000
Zscore(nd) 25.399 3 0.245 97 103.503 0.000
Zscore(ε50) 22.828 3 0.325 97 70.262 0.000
Tabla 10. Tabla ANOVA para la clasificacio´n obtenida.
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La Tabla 11 muestra la asignacio´n o clasificacio´n final obtenida de cada caso
en cada grupo o cluster as´ı como las distancias de cada caso al centroide de su
cluster. El color azul se ha utilizado para el cluster 1, el rojo para el 2, el verde para
el 3 y el negro para el 4. Para analizar estos resultados hay que tener en cuenta
que los casos 1 a 18 corresponden con la aleacio´n de Aluminio AA3005, los casos
19 a 40 con el acero UHC-1.3 %, del 41 al 85 con el acero SA y los 16 u´ltimos
casos, del 86 al 101 con el acero HNS. As´ı, la Tabla 11 evidencia que todos los
ensayos de la aleacio´n AA3005 se asignan al cluster 2 y los del acero UHC-1.3 %C
al cluster 1. Respecto al acero SA, 43 de los 45 casos se asignan al cluster 3 y
los dos restantes al cluster 4, luego el acero SA se puede asociar con el cluster 3.
Finalmente, de los 16 casos que corresponden al acero HNS, del 86 al 101, 10 de
ellos se asocian al cluster 1, tres casos al cluster 3 y tres al cluster 4. Se observa que
los casos correspondientes al acero HNS no se clasifican en un cluster distinto sino
que se asignan al cluster 1 que tambie´n se asocia con el acero UHC-1.3 %C. Este
resultado se puede explicar por la similar respuesta meca´nica a la deformacio´n de
ambos materiales y que se describe como un ra´pido endurecimiento hasta alcanzar
un valor pico seguido de un fuerte ablandamiento previo al estado estacionario (ver
Figuras 2 y 3). Asimismo, se evidencia que en el agrupamiento obtenido con los seis
para´metros de MCC predomina la influencia meca´nica por encima de otros factores.
Por otro lado, para constatar el poder clasificador de los para´metros del modelo
MCC se ha realizado un nuevo ana´lisis de conglomerados esta vez, empleando como
variables principales los para´metros termomeca´nicos obtenidos directamente de la
curva tensio´n-deformacio´n, y presentados en la Tabla 9. Se han eliminado las varia-
bles εf y εp pues la informacio´n que proporcionan se recoge en ∆εAbl y ∆εEnd y se
han an˜adido las variables T , TH y log(Zp) y log(ZA,p) que tiene gran influencia en el
proceso de deformacio´n. As´ı, se dispone de doce variables que han sido tipificadas.
En este caso, la clasificacio´n lograda es similar a la que se obtiene al emplear los seis
para´metros del modelo MCC. Por tanto, se puede concluir que el poder clasificador
de los para´metros MCC es aceptable y del orden del que se obtiene al incluir las
principales variables termomeca´nicas que influyen en el proceso. En cualquier caso,
la potencia estad´ıstica del me´todo ser´ıa au´n mejor si en pro´ximas investigaciones se
aumentara el nu´mero de ensayos y materiales.
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Caso Cluster Distancia Caso Cluster Distancia Caso Cluster Distancia
1 2 0.342 28 1 1.42 55 3 1.87
2 2 0.141 29 1 1.133 56 3 1.5
3 2 0.133 30 1 0.766 57 3 0.919
4 2 0.13 31 1 0.814 58 3 1.356
5 2 0.212 32 1 1.861 59 3 0.627
6 2 0.31 33 1 1.041 60 3 1.379
7 2 0.365 34 1 0.895 61 3 1.89
8 2 0.074 35 1 1.054 62 3 1.442
9 2 0.066 36 1 1.343 63 3 0.544
10 2 0.247 37 1 0.934 64 3 0.734
11 2 0.082 38 1 0.882 65 3 1.254
12 2 0.427 39 1 1.072 66 3 0.617
13 2 0.171 40 1 2.425 67 3 1.416
14 2 0.29 41 3 1.379 68 3 1.282
15 2 0.321 42 3 1.255 69 3 0.619
16 2 0.398 43 3 0.904 70 3 0.685
17 2 0.206 44 3 1.45 71 3 1.63
18 2 0.113 45 3 2.49 72 3 1.14
19 1 1.256 46 4 1.143 73 3 2.136
20 1 1.149 47 3 0.759 74 3 0.492
21 1 1.584 48 3 1.183 75 3 1.034
22 1 0.816 49 3 1.485 76 3 0.865
23 1 1.081 50 4 2.842 77 3 1.102
24 1 1.557 51 3 1.262 78 3 1.27
25 1 1.098 52 3 0.75 79 3 1.705
26 1 1.753 53 3 0.665 80 3 0.938
27 1 1.118 54 3 0.857 81 3 1.591
Tabla 11. Clasificacio´n obtenida para cada uno de los casos (ensayos) y distancia
de cada caso al centroide de su conglomerado. Los resultados se obtiene aplicando el
me´todo k-medias.
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Caso Cluster Distancia Caso Cluster Distancia Caso Cluster Distancia
82 3 1.69 89 1 1.349 96 1 1.679
83 3 1.664 90 4 1.615 97 1 2.192
84 3 1.623 91 1 1.542 98 3 2.474
85 3 1.586 92 4 2.342 99 1 1.482
86 4 1.75 93 3 1.59 100 1 1.739
87 3 1.699 94 1 1.426 101 1 1.549
88 1 1.752 95 1 1.911
Tabla 11. (Continuacio´n).
6.4.3. Ana´lisis factorial por componentes principales
El ana´lisis factorial es una te´cnica multivariante que se emplea para el estudio de
las covarianzas o correlaciones entre las distintas variables en una matriz de datos.
Se asume que dichas correlaciones se pueden explicar por la presencia de un pequen˜o
nu´mero de componentes que no son directamente observables. Estas componentes se
construyen como combinaciones lineales de las variables originales del problema. As´ı,
el ana´lisis factorial es una te´cnica de reduccio´n de variables pues e´stas se agrupan
en un nu´mero menor de componentes que resumen la correlacio´n o covariacio´n entre
las variables con una pe´rdida de informacio´n pequen˜a. Por tanto, el ana´lisis factorial
sirve para determinar la estructura subyacente a la matriz de datos.
El objetivo que se persigue con el ana´lisis factorial es revelar que´ variables se
agrupan en la misma componente que los para´metros del modelo MCC. De esta
forma, se pueden determinar que propiedades del material correlacionan con los
para´metros del modelo MCC. Adema´s, el ana´lisis factorial puede orientar la simpli-
ficacio´n de los modelos lineales regresivos ya que las variables que se agrupan en una
misma componente esta´n altamente relacionadas entre s´ı y nulamente con el resto.
As´ı, lo anterior se puede interpretar como indicacio´n de una posible simplificacio´n
de los modelos lineales regresivos, si la pertenencia a la componente es muy intensa
por todas las variables. En cualquier caso, esta indicacio´n cualitativa de posibles
modelos subyacentes no es garant´ıa de los mismos pues dependiendo del grado de
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correlacio´n, una variable que en el ana´lisis factorial se incluye en cierta componente
puede ser eliminada en un el posterior ana´lisis de regresio´n lineal multivariante por
pasos por un proceso de probabilidad de pertenencia al modelo.
La te´cnica de extraccio´n que se ha empleado para realizar el ana´lisis factorial ha
sido la de componentes principales y el me´todo de rotacio´n de factores utilizado se
denomina varimax. Se ha empleado el paquete estad´ıstico SPSS. Las herramientas
matema´ticas en las que se basa el ana´lisis factorial se pueden consultar de manera
detallada en [25] (pp. 347).
Los pasos que se han seguido para realizar el ana´lisis factorial por componentes
principales son los siguientes:
1. Adecuacio´n de las muestra a las hipo´tesis del modelo factorial.
Antes de iniciar el procedimiento de ana´lisis factorial propiamente dicho se ha
procedido a la ponderacio´n de los para´metros del modelo MCC con su error propio
usando los elementos de la diagonal principal de la matriz de varianzas covarianzas
(ver punto 5.10.4). Una vez realizada esta transformacio´n las nuevas variables se
simbolizan como F˜0, c˜1, F˜
∗
1 , k˜1, n˜d y ε˜50. Este pesado es una asignacio´n probabil´ısti-
ca de la importancia de los valores y en este caso se ha considerado ma´s apropiada
que la medida directa para llevar a cabo el ana´lisis factorial. Adema´s todas las va-
riables puestas en juego han sido tipificadas como en el ana´lisis de conglomerados
para eliminar los efectos de escala.
Una vez realizados los cambios de variable pertinentes se tiene que comprobar si la
matriz de datos es va´lida para llevar a cabo la te´cnica factorial. En concreto, se tiene
que cumplir que la matriz de correlaciones sea definida positiva, su determinante sea
pro´ximo a cero, el test de esfericidad de Bartlett y la medida de adecuacio´n de la
muestra KMO (Kaiser-Meyer-Olkin) tiene que superar cierto valor.
Se ha llevado a cabo una primera prueba con el conjunto de datos inicial de di-
mensiones 101x62 resultando que la matriz de correlaciones obtenida no es definida
positiva y por consiguiente no es va´lida para realizar este ana´lisis estad´ıstico. Se ha
observado que en esta gran matriz aparecen algunas colinealidades entre las varia-
bles, adema´s otras tienen poca variabilidad y por u´ltimo otras poseen poco peso
estad´ıstico. De acuerdo a los criterios enunciados la matriz inicial de partida ha
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sido reducida obteniendo una nueva matriz ido´nea para la realizacio´n del ana´lisis
factorial. En concreto esta nueva matriz es de dimensiones 101x22, es decir, de 22
variables enumeradas en la Tabla 13.
Con estos datos de partida el determinante de la matriz de correlaciones obtenido es
de 1.25×10−28 lo que pone de manifiesto por un lado, la presencia de alta correlacio´n
entre las variables necesaria para la aplicacio´n del ana´lisis factorial y por otro, el
cara´cter definido positivo de la matriz de correlaciones como se pretend´ıa. En [26] se
presenta un determinante de valor similar (del orden de 10−22) en un estudio sobre
calidad universitaria. El test de esfericidad de Bartlett realiza una estimacio´n de ji
cuadrado a partir de una transformacio´n de la matriz de correlaciones. Se ha obte-
nido un valor para la estimacio´n de 5900 con p = 0 lo que indica la adecuacio´n de la
muestra a las hipo´tesis del ana´lisis factorial. Por u´ltimo el criterio KMO proporciona
un valor de 0.63. Se trata de un valor aceptable que de nuevo aconseja la realizacio´n
del ana´lisis factorial.
2. Aplicacio´n del me´todo
a) Extraccio´n de las componentes. La extraccio´n de componentes se
ha realizado por el me´todo de componentes principales. Su propo´sito es
extraer el ma´ximo de varianza con unos pocos componentes ortogonales
y que vienen dados por el nu´mero de factores.
b) Determinacio´n del nu´mero de componentes. El nu´mero de compo-
nentes a extraer se ha determinado empleando el criterio de Kaiser [27].
Este criterio indica que las componentes seleccionadas son aquellas cuyo
autovalor correspondiente es mayor que uno. No obstante el nu´mero de
componentes se ha corroborado analizando el gra´fico de sedimentacio´n
donde se distinguen las componentes con varianzas ma´s altas.
c) Rotacio´n de las componentes. Una vez realizada la extraccio´n y de-
terminacio´n del nu´mero de componentes se realiza una rotacio´n de estas
(ejes) de manera que la interpretacio´n de la matriz de cargas (que mide
la correlacio´n entre las variables y cada factor) resulta ma´s sencilla. Se
obtiene as´ı la matriz de componentes rotados. El procedimiento que se ha
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considerado para realizar tal rotacio´n es una te´cnica ortogonal conocida
como me´todo varimax [28].
d) Interpretacio´n de las componentes. La interpretacio´n de las com-
ponentes consiste en identificar que´ variables se asocian con cada com-
ponente para posteriormente asignar un nombre a cada uno de ellas. Tal
interpretacio´n se realiza analizando la matriz de componentes rotados ob-
tenida en el punto anterior. Las variables se asignan a aquella componente
donde la correlacio´n dada en la matriz de componentes rotados es mayor
en valor absoluto y siempre que supere el valor de 0.5. Una vez asigna-
da cada variable a su componente, el u´ltimo paso consiste en nombrar o
identificar cada una de ellas de acuerdo a la estructura obtenida.
3. Ana´lisis de los resultados
La Figura 11 muestra el gra´fico de sedimentacio´n obtenido. Se observa que las
cinco primeras componentes son las u´nicas con autovalor asociado mayor que 1
y por tanto, de acuerdo con el criterio de Kaiser son tambie´n 5 componentes las
seleccionadas para explicar la estructura subyacente a la matriz de datos.
Figura 11. Gra´fico de sedimentacio´n en el ana´lisis factorial.
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Componente
Total % de Varianza % Varianza Acumulado
1 8.72 39.65 39.65
2 5.11 23.21 62.86
3 3.17 14.39 77.25
4 1.58 7.17 84.42
5 1.23 5.61 90.03
Tabla 12. Varianza explicada por cada componente y varianza acumulada.
La Tabla 12 muestra la varianza explicada en valores absolutos y relativos de
cada una de las componentes seleccionadas. Se observa que estas cinco componentes
explican el 90.03 % de la varianza. Dado que se trata de explicar el ma´ximo de
varianza con el mı´nimo nu´mero de factores la Tabla 12 pone de manifiesto unos
resultados satisfactorios.
La Tabla 13 muestra la matriz de componentes rotados. Se observa en rojo, azul
oscuro, verde, azul claro y morado las variables que se asocian con cada una de
las componentes respectivamente. El mayor nu´mero de variables caen en la primera
componente pues es e´sta la que explica mayor varianza. Se pone de manifiesto que
variables Z(F˜0), Z(c˜1) y Z(F˜
∗
1 ) (con F0, c1 y F
∗
1 para´metros del modelo MCC) se
agrupan en la primera componente junto con las siguientes variables tipificadas: 1)
tensio´n de pico Z(σp), 2) tensio´n final Z(σf ), 3) velocidad media de endurecimien-
to Z(µEnd), con µEnd = (σp − σ0) /(εp − ε0), 4) velocidad media de ablandamiento
Z(µAbl), con µAbl = (σp − σf ) /(εf−εp) y 5) mo´dulo ela´stico dependiente de la tempe-
ratura Z(ET ). Se concluye que los tres para´metros de endurecimiento y restauracio´n
del modelo MCC esta´n relacionados (en te´rminos de tensio´n) con los para´metros
previos referidos a la resistencia meca´nica a la deformacio´n en caliente. En cierto
modo, este resultado es esperado y ratifica a posteriori la modelizacio´n previa que
se planteo´ en el disen˜o de las ecuaciones del modelo, pues la funcio´n F1 del modelo
MCC, que depende del valor de los para´metros F0, c1 y F
∗
1 se definio´ en la estructura
de las ecuaciones del modelo MCC como una medida de la resistencia meca´nica a
la deformacio´n en caliente.
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Componente
Variable 1 2 3 4 5
Zscore(T ) -0.012 0.935 0.107 -0.291 0.019
Zscore(TH) -0.640 0.634 -0.008 -0.206 0.181
Zscore (σp) 0.975 0.086 0.121 -0.004 -0.043
Zscore(σf ) 0.962 0.066 0.080 0.146 -0.059
Zscore(ηAbl) -0.003 0.280 0.099 -0.876 0.095
Zscore(F˜0) 0.887 0.181 0.072 0.018 0.070
Zscore(c˜1) 0.781 0.130 0.085 -0.023 0.502
Zscore(F˜ ∗1 ) 0.745 0.197 0.232 0.263 0.363
Zscore(k˜1) 0.028 0.144 0.960 0.077 0.021
Zscore(n˜d) 0.472 0.263 0.743 -0.293 0.133
Zscore(ε˜50) 0.096 0.178 0.944 0.052 0.137
Zscore(lnZp) 0.066 -0.413 0.216 0.699 0.439
Zscore(lnZA,p) 0.225 0.325 0.350 0.577 0.546
Zscore(ηEnd) 0.260 -0.073 0.043 0.012 0.904
Zscore(εf − εp) -0.426 0.470 0.603 0.184 -0.229
Zscore(εp − ε0) -0.239 -0.626 -0.058 0.234 0.380
Zscore(µAbl) 0.875 0.144 0.060 0.033 0.232
Zscore(µEnd) 0.858 0.021 -0.159 -0.317 0.093
Zscore(ET ) 0.663 0.613 0.083 0.007 0.283
Zscore(σu,20) 0.252 0.841 0.343 0.197 0.237
Zscore(HRB) 0.162 0.892 0.360 0.023 -0.037
Zscore(ρ20) 0.283 0.887 0.147 -0.274 -0.075
Tabla 13. Matriz de Componentes Rotados. Se marcan en distintos colores las
variables que se agrupan con cada componente.
Por otro lado, y siguiendo con el ana´lisis de la Tabla 13, las variables Z(k1), Z(nd)
y Z(ε50) (con k1, nd y ε50 asociados en la definicio´n del modelo MCC a la DRX)
se han agrupado en la tercera componente y solamente la variable Z(εf − εp) se ha
correlacionado con ellos. Esta u´ltima variable es una medida de la deformacio´n
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Nu´mero de
Componente
Variables agrupadas
Denominacio´n
propuesta para
la componente
1
Z(σp), Z(σf ), Z(F˜0), Z(c˜1),
Z(F˜ ∗1 ), Z(µAbl), Z(µEnd) y Z(ET )
Componentes de la
variable interna F1
2
Z(T ), Z(TH), Z(σu,20),
Z(HRB) y Z(ρ20)
Propiedades f´ısicas
y meca´nicas
3
Z(k˜1), Z(n˜d), Z(ε˜50)
y Z(εf − εp)
Componentes de la
variable interna F2
4 Z(lnZp) y Z(lnZA,p)
Para´metros de
Zener-Hollomon
5 Z(ηEnd)
Relacio´n de
endurecimiento
Tabla 14. Denominacio´n propuesta para cada componente y resumen de las varia-
bles agrupadas por componentes.
en ablandamiento. Es probable que se encontrara algu´n tipo de relacio´n ma´s si se
conocieran datos experimentales fiables referidos a la recristalizacio´n dina´mica como
por ejemplo, la fraccio´n de volumen recristalizado, el tiempo para que se produzca
el 50 % de recristalizacio´n o la evolucio´n del taman˜o de grano recristalizado. No obs-
tante, no se dispone de estas variables pues determinarlas es muy costoso y tampoco
existen demasiados resultados en la bibliograf´ıa para los materiales estudiados.
Por u´ltimo, la interpretacio´n de la matriz de componentes rotados dada en la Ta-
bla 13 permite proponer una denominacio´n a cada una de las componentes obtenidas
segu´n se muestra en la Tabla 14.
La clasificacio´n expuesta en la Tabla 14 esta´ marcada por un intento de exten-
der al ma´ximo las componentes consideradas (5 componentes). Es posible forzar el
algoritmo de ana´lisis factorial para reducir el nu´mero de componentes de manera
que se ha realizado una tentativa que involucra u´nicamente a tres. En este caso, se
obtiene explicacio´n para el 77.25 % de la variabilidad, en cambio, la clasificacio´n de
las variables es mucho ma´s clara que con 5 componentes pues en la nueva matriz de
componentes rotados se manifiestan correlaciones au´n ma´s intensas (esta matriz
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Nu´mero de
Componente
Variables agrupadas
Denominacio´n
propuesta para
la componente
1
Z(σp), Z(σf ), Z(F˜0), Z(c˜1),
Z(F˜ ∗1 ), Z(µAbl), Z(µEnd) y Z(ET )
Componentes de la
variable interna F1
2
Z(k˜1), Z(n˜d), Z(ε˜50), Z( lnZA,p)
y Z(εf − εp), Z(σu,20),Z(HRB)
Componentes de la
variable interna F2
3 Z(T ), Z(ηAbl)
Relacio´n de
ablandamiento
Tabla 15. Resumen de las variables agrupadas forzando el ana´lisis factorial a tres
componentes.
no se ha plasmado en el escrito). En cualquier caso, la agrupacio´n resultante para
tres componentes se expone en la Tabla 15. En esta nueva agrupacio´n la componente
nu´mero 1 asociada a la variable interna F1 no cambia mientras que en la componente
asociada a la variable interna F2 se an˜aden Z(σu,20), Z(HRB) y principalmente el
para´metro de plasticidad Z(lnZA,p). En la componente 3 se agrupan Z(T ) y Z(ηAbl).
A la vista de los resultados obtenidos se concluye que el ana´lisis factorial ha
permitido por un lado, proporcionar indicaciones cualitativas para posibles estudios
a posteriori de modelos de regresio´n entre los para´metros del modelo MCC y las
propiedades del material; y por otro, y de acuerdo con los patrones establecidos,
ratificar la atribucio´n de las variables internas F1 y F2 como funciones asociadas a la
resistencia meca´nica del material, en concreto, la primera asociada al endurecimiento
por WH+DRV y la segunda en correspondencia con el ablandamiento por DRX.
6.4.4. Ana´lisis de regresio´n lineal multivariante por pasos
La te´cnica de regresio´n lineal multivariante consiste en realizar un ajuste por
mı´nimos cuadrados en un modelo lineal. Las variables en juego son la dependiente
o respuesta Y y las explicativas o independientes X1, ..., Xk que esta´n relacionadas
por el modelo
Y = β1X1 + ...βkXk + ε
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con β = {β1, ..., βk} un vector de para´metros a determinar y ε una perturbacio´n
aleatoria.
El objetivo principal que se persigue con la regresio´n lineal multivariante es
explorar las posibles relaciones lineales existentes entre las propiedades conocidas
de los materiales (variables independientes, explicativas o predictoras) y cada uno
de los para´metros del modelo MCC (variable dependiente, respuesta o criterio). El
propo´sito no es establecer relaciones teo´ricas entre cada para´metro del modelo MCC
y otras propiedades del material, sino simplemente establecer relaciones lineales
descriptivas o explicativas con cierta calidad estad´ıstica. De los resultados obtenidos
pueden sugerirse, en una primera aproximacio´n, la interpretacio´n f´ısica propuesta
para algunos para´metros del modelo. No obstante se deber´ıa disponer de un mayor
nu´mero de materiales para validar en su caso el cara´cter predictivo de las relaciones
obtenidas. Por otro lado, los resultados obtenidos pueden ayudar a una posterior
mejora del modelo MCC.
El ana´lisis de regresio´n lineal multivariante se ha realizado con el paquete SPSS.
El me´todo principal que se ha empleado ha sido stepwise o me´todo por pasos sucesi-
vos que es el ma´s complejo entre los disponibles. En este me´todo, empleando ciertos
criterios de significacio´n estad´ıstica, en cada etapa se an˜ade o elimina una variable
independiente al modelo. El proceso se inicia sin ninguna variable independiente en
el modelo de regresio´n y finaliza cuando ninguna de las variables cumple los crite-
rios de entrada y/o salida. Este me´todo debe asegurar que el modelo final tenga el
menor conjunto de variables explicativas con la mayor significacio´n estad´ıstica. Un
ana´lisis detallado de este me´todo se puede encontrar en [29]. Tambie´n se ha utilizado
el me´todo enter o me´todo introducir para realizar la depuracio´n de alguno de los
modelos lineales propuestos.
Al igual que en ana´lisis factorial, para realizar el ana´lisis de regresio´n, los para´me-
tros del modelo MCC han sido ponderados con su error propio y despue´s todas las
variables han sido tipificadas para evitar problemas de escala. Adema´s, no se han
detectado observaciones ano´malas que pudieran distorsionar los resultados.
Segu´n se menciono´ en el punto 6.4.3, el ana´lisis factorial realizado en la etapa
anterior orienta el ana´lisis de regresio´n. No obstante, se puede dar el caso de que un
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modelo de regresio´n lineal obtenido por el me´todo por pasos rechace una variable
presente en una componente por su debilidad en te´rminos de correlacio´n o por que
la relacio´n subyacente no sea lineal. En cualquier caso, cuando la relacio´n lineal ob-
tenida este´ compuesta u´nicamente por aquellas variables que pertenecen a la misma
componente gozara´ de mayor robustez estad´ıstica.
Se presentan y analizan a continuacio´n los resultados obtenidos.
1. Resultados para la variable dependiente Z(F˜0)
En el primer ana´lisis de regresio´n multivariante realizado, se trata de explicar
la variable dependiente Z(F˜0), con F0 para´metro del modelo MCC, empleando las
variables explicativas Z(σp), Z(σf ), Z(µAbl), Z(µEnd) y Z(ET ) que son propiedades
conocidas del material y se agrupan en la misma componente que Z(F˜0) cuando se
realiza el ana´lisis factorial (ver Tablas 14 y 15). Estas variables explicativas esta´n
relacionadas con la variable respuesta Z(F˜0) pero no presentan problemas de coli-
nealidad con lo que en principio deben proporcionar un modelo significativo.
El paquete estad´ıstico SPPS proporciona el siguiente modelo
Z(F˜0) = 0.886Z(σf ) + 0.419Z(ET )− 0.591Z(µAbl) + 0.316Z(µEnd) (6.7)
R2 = 0.924, F = 480.017
con µAbl = (σp − σf ) /(εf − εp) y µEnd = (σp − σ0) /(εp − ε0).
En la Tabla 16 se muestra el resumen del modelo con los estad´ısticos de bondad
del ajuste. Puede observarse que el modelo se ha ajustado en cuatro pasos. Las
variables explicativas se han ido incluyendo en el modelo de manera que Z(σf ) es
la variable que muestra mayor correlacio´n con Z(F˜0) y Z(µEnd) la que menos. Cada
vez que el modelo incorpora una nueva variable aumenta la varianza explicada y la
significacio´n del modelo medida a trave´s del estad´ıstico de contraste F de Snedecor
y el valor p (u´ltima columna Tabla 16 en indicado como Sig.). As´ı, el modelo 4
(ecuacio´n (6.7)) que es el seleccionado explica un 92.4 % de la varianza (R2 =0.924)
quedando un 7.6 % de varianza no explicada relacionada con errores aleatorios o
variables que no se han incluido en el modelo por su escaso peso estad´ıstico. El valor
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Resumen modelo(e,f)
Modelo R2 R2 Error T´ıpico Cambio en estad´ısticos
correg. estimacio´n Cambio R2 Cambio F gl1 gl2
Sig.
cambio F
1(a) 0.780 0.777 0.46939 0.780 353.870 1 100 0.000
2(b) 0.850 0.847 0.38873 0.071 46.803 1 99 0.000
3(c) 0.889 0.886 0.33605 0.039 34.468 1 98 0.000
4(d) 0.924 0.921 0.27930 0.035 44.876 1 97 0.000
a. Variables explicativas: Zscore(σf )
b. Variables explicativas: Zscore(σf ), Zscore(ET )
c. Variables explicativas: Zscore(σf ), Zscore(ET ), Zscore(µAbl)
d. Variables explicativas: Zscore(σf ), Zscore(ET ), Zscore(µAbl), Zscore(µEnd)
e. Variable dependiente: Zscore(F˜0)
f. Regresio´n lineal por el origen
Tabla 16. Resumen del modelo para Z( F˜0). Se ha seleccionado el modelo 4 que
corresponde con la relacio´n (6.7) y que tiene R2 =0.924 y F =480.017.
de F=480.017 con un p <0.000<0.025 indica la calidad estad´ıstica de la relacio´n
obtenida en (6.7) as´ı como la contribucio´n significativa de cada variable indepen-
diente para explicar el comportamiento de la variable dependiente. Se trata de un
buen modelo de cara´cter cuasi-predictivo.
En la Tabla 17 se exponen los resultados del contraste de hipo´tesis nula global
que corresponde con que todos los pesos de la regresio´n son cero. El rechazo de la
hipo´tesis nula se evalu´a a trave´s del estad´ıstico F y su significacio´n p.
La evaluacio´n del modelo presentada en la Tabla 17 revela de nuevo que exis-
te relacio´n lineal significativa entre las variables ya que en el modelo seleccionado
nu´mero cuatro F =296.226 con p <0.025 (u´ltima columna de la Tabla 17). Por tan-
to, se puede afirmar que el hiperplano definido por la ecuacio´n de regresio´n ofrece
un buen ajuste de la nube de puntos.
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ANOVA(e, f)
Modelo Suma de cuadrados gl Media cuadra´tica F Sig.
1a) Regresio´n 77.967 1 77.967 353.870 0.000
Residual 22.032 100 0.220
Total 100 101
2b) Regresio´n 85.039 2 42.519 281.376 0.000
Residual 14.960 99 0.151
Total 100 101
3c) Regresio´n 88.932 3 29.644 262.489 0.000
Residual 11.067 98 0.112
Total 100 101
4d) Regresio´n 92.433 4 23.108 296.226 0.000
Residual 7.566 97 0.078
Total 100 101
a. Variables explicativas: Zscore(σf )
b. Variables explicativas: Zscore(σf ), Zscore(ET )
c. Variables explicativas: Zscore(σf ), Zscore(ET ), Zscore(µAbl)
d. Var. explicativas: Zscore(σf ), Zscore(ET ), Zscore(µAbl), Zscore(µEnd)
e. Variable dependiente: Zscore(F˜0)
f. Regresio´n lineal por el origen
Tabla 17. Significacio´n estad´ıstica del modelo ajustado para Z( F˜0).
La Tabla 18 muestra los coeficientes de los cuatro modelos y sus respectivos
intervalos de confianza. Los coeficientes del modelo 4 son los utilizados en la relacio´n
(6.7). Los valores del estad´ıstico t y su significacio´n p (Sig. en Tabla 18) dan una
idea de la influencia de cada variable explicativa. Un elevado valor absoluto de
t con p <0.025 sugiere que la variable explicativa tiene un fuerte impacto en la
variable dependiente. De acuerdo a los valores obtenidos se pone de manifiesto la
significacio´n estad´ıstica de todas las variables explicativas en la variable respuesta.
Esta significacio´n queda tambie´n corroborada por las altas correlaciones parciales
mostradas en la Tabla 18.
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Coeficientes(a,b)
Modelo Coeficientes t Sig. Inter. Conf. 95 % para B Correlaciones
B
Error
T´ıpico
Cota
inferior
Cota
superior
Parcial Semiparcial
1. Zscore(σf ) 0.883 0.047 18.81 0.000 0.790 0.976 0.883 0.883
2. Zscore(σf ) 0.663 0.050 13.13 0.000 0.563 0.763 0.797 0.510
2. Zscore(ET ) 0.345 0.050 6.84 0.000 0.245 0.445 0.567 0.266
3. Zscore(σf ) 0.933 0.063 14.71 0.000 0.807 1.059 0.830 0.494
3. Zscore(ET ) 0.434 0.046 9.40 0.000 0.343 0.526 0.689 0.316
3. Zscore(µAbl) -0.388 0.066 -5.87 0.000 -0.519 -0.257 -0.510 -0.197
4. Zscore(σf ) 0.886 0.053 16.67 0.000 0.781 0.992 0.861 0.466
4. Zscore(ET ) 0.419 0.038 10.88 0.000 0.342 0.495 0.742 0.304
4. Zscore(µAbl) -0.591 0.063 -9.42 0.000 -0.716 -0.467 -0.691 -0.263
4. Zscore(µEnd) 0.316 0.047 6.69 0.000 0.223 0.410 0.562 0.187
a. Variable dependiente: Zscore(F˜0)
b. Regresio´n lineal por el origen
Tabla 18. Coeficientes de los modelos para Z( F˜0), intervalos de confianza y corre-
laciones.
Figura 12. Grafico de probabilidad normal de los residuos tipificados.
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Finalmente, la Figura 12 nos proporciona informacio´n de co´mo se distribuyen
los residuos tipificados (puntos) en relacio´n a la distribucio´n normal (que ser´ıa la
deseable, l´ınea). En caso de que ambas distribuciones sean iguales los puntos se
deben situar sobre la l´ınea. En este gra´fico se puede observar cierto alejamiento de
los residuos frente a la diagonal, pero no excesivo con lo que se sugiere la aceptacio´n
de la hipo´tesis de normalidad.
2. Resultados para la variable dependiente Z(c˜1)
Con respecto a la variable respuesta Z(c˜1) con c1 para´metro del modelo MCC
se han realizado dos tentativas. En la primera se han considerado como variables
explicativas Z(σp), Z(σf ), Z(µAbl), Z(µEnd) y Z(ET ) que son aquellas que se agrupan
con Z(c˜1) en el ana´lisis factorial (ver Tabla 14 o 15). Evidentemente se han excluido
Z(F˜0) y Z(F˜
∗
1 ) pues se trata de explicar los para´metros de MCC en funcio´n de
propiedades o para´metros conocidos y contrastados de los materiales estudiados. En
este ana´lisis, a pesar de obtener un modelo con significacio´n estad´ıstica, la varianza
explicada es de un 70 % y por consiguiente se ha rechazado el ajuste. En la segunda
tentativa se han tenido en cuenta las 22 variables seleccionadas en el ana´lisis factorial
(ver Tabla 13). En este caso la ecuacio´n del modelo obtenida tras siete pasos ha sido
Z(c˜1) = 0.491Z(ηEnd) + 0.970Z(σp) + 0.425Z(TH)− (6.8)
−0.18Z(HRB)− 0.07Z(ηAbl)
R2 = 0.934, F = 399.851
con ηEnd = (σp − σ0) /σp la relacio´n de endurecimiento, ηAbl = (σp − σf ) /σp la
relacio´n de ablandamiento, TH la temperatura homo´loga (x100) y HRB la dureza.
La Tabla 19 muestra el ana´lisis de los coeficientes del modelo lineal obtenido en
el paso siete que corresponde con la ecuacio´n (6.8). En negrita se han marcado las
correlaciones parciales que corresponden a las dos u´ltimas variables incorporadas al
modelo, Z(HRB) y Z(ηAbl). Se puede observar que estas correlaciones son muy bajas
y por consiguiente son despreciables e indican que es posible realizar una depuracio´n
del modelo suprimiendo las dos variables asociadas a estas correlaciones.
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Coeficientes(a,b)
Modelo Coeficientes t Sig. Inter. Conf. 95 % para B Correlaciones
B
Error
T´ıpico
Cota
inferior
Cota
superior
Parcial Semiparcial
Zscore(ηEnd) 0.491 0.028 17.67 0.000 0.436 0.546 0.875 0.463
Zscore(σp) 0.970 0.051 19.15 0.000 0.869 1.070 0.890 0.501
Zscore(TH) 0.425 0.053 8.01 0.000 0.320 0.530 0.633 0.210
Zscore(HRB) -0.178 0.043 -4.11 0.000 -0.264 -0.092 -0.387 -0.108
Zscore(ηAbl) -0.076 0.029 -2.65 0.009 -0.133 -0.019 -0.261 -0.069
a. Variable dependiente: Zscore(c˜1)
b. Regresio´n lineal por el origen
Tabla 19. Coeficientes del modelo (6.8) para Z( c˜1), sus intervalos de confianza y
las correlaciones.
As´ı, es posible establecer una regresio´n lineal, empleando el me´todo introducir,
para explicar la variable Z(c˜1) con Z(ηEnd), Z(σp) y Z(TH) con poca pe´rdida de
varianza explicada. En este caso se obtiene el siguiente modelo para Z(c˜1)
Z(c˜1) = 0.519Z(ηEnd) + 0.794Z(σp) + 0.228Z(TH) (6.9)
R2 = 0.92, F = 370.027
La Tabla 20 muestra el resumen del modelo con los estad´ısticos de la bondad
del ajuste. El modelo dado por la relacio´n (6.9) explica un 92 % de la varianza y
F =399.851 con p <0.0025 con lo que se puede afirmar que la relacio´n resultante es
estad´ısticamente significativa. Se puede observar que los estad´ısticos R2 y F apenas
han disminuido respecto a los obtenidos en (6.8) y en cambio se ha reducido la
complejidad del modelo hacie´ndolo depender u´nicamente de tres variables.
La Tabla 21 muestra el ANOVA y su correspondiente ı´ndice F . Se puede observar
que p <0.001<0.025 (u´ltima columna en Tabla 21 denotada por Sig.) en el modelo
(6.9) indicando que la relacio´n es claramente va´lida para representar los datos.
202 Cap´ıtulo 6. Validacio´n del modelo MCC a partir de datos experimentales
Resumen modelo(b,c)
Modelo R2 R2 Error T´ıpico Cambio en estad´ısticos
correg. estimacio´n Cambio R2 Cambio F gl1 gl2
Sig.
cambio F
1(a) 0.92 0.916 0.287 0.919 370.027 3 98 0.000
a. Variables explicativas: Zscore(ηEnd), Zscore(σp), Zscore(TH)
b. Variable dependiente: Zscore(c˜1)
c. Regresio´n lineal por el origen
Tabla 20. Resumen del modelo (6.9) para Z( c˜1).
ANOVA(b, c)
Modelo Suma de cuadrados gl Media cuadra´tica F Sig.
1(a) Regresio´n 91.888 3 30.629 370.027 0.000
Residual 8.112 98 0.083
Total 100 101
a.Var. pred.: Zscore(ηEnd), Zscore(σp), Zscore(TH),
b. Variable dependiente: Zscore(c˜1)
c. Regresio´n lineal por el origen
Tabla 21. Significacio´n estad´ıstica del modelo ajustado (6.9) para Z( c˜1).
Coeficientes(a,b)
Modelo Coef. no estandarz. t Sig. Inter. Conf. 95 % para B Correlaciones
B
Error
T´ıpico
Cota
inferior
Cota
superior
Parcial Semiparcial
Zscore(ηEnd) 0.519 0.030 17.47 0.00 0.460 0.577 0.870 0.503
Zscore(σp) 0.794 0.036 21.97 0.00 0.723 0.866 0.912 0.632
Zscore(TH ) 0.228 0.035 6.45 0.00 0.158 0.298 0.546 0.186
a. Variable dependiente: Zscore(c˜1)
b. Regresio´n lineal por el origen
Tabla 22. Coeficientes del modelo (6.9) para Z( c˜1), sus intervalos de confianza y
las correlaciones.
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La Tabla 22 muestra los coeficientes del modelo (6.9), sus respectivos intervalos
de confianza al 95 %, el valor del estad´ıstico t y su significacio´n p (Sig. en Tabla 22)
y las correlaciones parciales y semiparciales obtenidas. Se pone de manifiesto que
todas las variables explicativas incluidas en el modelo tienen significacio´n estad´ıstica.
La variable que menor impacto tiene en la variable dependiente Z(c˜1) es Z(TH) pues
en esta variable el estad´ıstico t es ma´s pequen˜o y la correlacio´n parcial tambie´n
es menor, no obstante ha sido incluida en el modelo. En caso de ser eliminada la
varianza explicada ser´ıa del 88 % y el modelo tambie´n resultar´ıa estad´ısticamente
significativo.
Finalmente, en la Figura 13 se muestra el diagrama de probabilidad normal de
los residuos tipificados. Se pone de manifiesto que los residuos del modelo (puntos)
se encuentran pro´ximos a la l´ınea diagonal indicando la correcta distribucio´n de
e´stos y por consiguiente, se puede aceptar la hipo´tesis de normalidad que se requiere
en esta te´cnica de regresio´n lineal.
Figura 13. Gra´fico de probabilidad normal de los residuos tipificados.
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3. Resultados para la variable dependiente Z(F˜ ∗1 )
En este caso, por los mismos motivos considerados en el ana´lisis del para´metro
c1, se ha recurrido a tener en cuenta las 22 variables resultantes del ana´lisis factorial
como potencialmente explicativas de la variable Z(F˜ ∗1 ), con F
∗
1 para´metro del modelo
MCC. As´ı, el modelo lineal obtenido para Z(F ∗1 ) es
Z(F˜ ∗1 ) = 0.506Z(σf ) + 0.282Z( lnZA,p) + 0.173Z(ηEnd) + 0.212Z(ET ) (6.10)
R2 = 0.809, F = 236.79
con lnZA,p el logaritmo del para´metro de Zener-Hollomon compensado con la cons-
tante pre-exponencial de la ecuacio´n de Garofalo y ηEnd = (σp − σ0) /σp la relacio´n
de endurecimiento definida en la Tabla 9.
La Tabla 23 muestra el ana´lisis de los coeficientes del modelo (6.10). Se han
marcado en negrita las correlaciones parciales que corresponden a las variables
Zscore(ηEnd) y Zscore(ET ). Se puede observar que estas correlaciones parciales son
bajas sen˜alando que las dos variables correspondientes aportan poca varianza expli-
cada al modelo (6.10). Es por ello, que al igual que para la variable Z(c˜1) en el punto
anterior, se ha procedido a la depuracio´n del modelo eliminando las dos variables
indicadas.
De esta manera, y aplicando el me´todo introducir, se han considerado como
u´nicas variables independientes Z(σf ) y Z(lnZA,p) y se ha determinado el siguiente
modelo para la variable explicativa Z(F˜ ∗1 )
Z(F˜ ∗1 ) = 0.634Z(σf ) + 0.454Z( lnZA,p) (6.11)
R2 = 0.766, F = 161.983
El modelo en (6.11) explica u 76.6 % de la varianza y el estad´ıstico F=161.983
es suficientemente alto con lo que se consigue un modelo aceptable para la nube de
puntos. Se puede observar que la eliminacio´n de las dos variables respecto a (6.10)
apenas ha influido en la varianza explicada del modelo que ha pasado del 80.9 % al
76.6 %. De esta manera, se ha conseguido un nuevo modelo ma´s simple y tambie´n
va´lido para el propo´sito que se persigue.
6.4. Ana´lisis multivariante de los para´metros obtenidos 205
Coeficientes(a,b)
Modelo Coeficientes t Sig. Inter. Conf. 95 % para B Correlaciones
B
Error
T´ıpico
Cota
inferior
Cota
superior
Parcial Semiparcial
Zscore(σf ) 0.506 0.058 8.66 0.000 0.390 0.622 0.660 0.385
Zscore(lnZA,p) 0.282 0.059 4.74 0.000 0.164 0.400 0.433 0.210
Zscore(ηEnd) 0.173 0.051 3.37 0.001 0.071 0.275 0.324 0.150
Zscore(ET ) 0.212 0.069 3.09 0.003 0.076 0.348 0.300 0.137
a. Variable dependiente: Zscore(F˜ ∗1 )
b. Regresio´n lineal por el origen
Tabla 23. Coeficientes del modelo (6.10) para Z( F˜ ∗1 ), sus intervalos de confianza y
las correlaciones.
ANOVA(b, c)
Modelo Suma de cuadrados gl Media cuadra´tica F Sig.
1(a) Regresio´n 76.594 2 38.297 161.983 0.000
Residual 23.406 99 0.236
Total 100 101
a.Var. pred.: Zscore(ηEnd), Zscore(σp), Zscore(TH),
b. Variable dependiente: Zscore(c˜1)
c. Regresio´n lineal por el origen
Tabla 24. Significacio´n estad´ıstica del modelo ajustado (6.11) para Z( F˜ ∗1 ).
La Tabla 24 muestra el ANOVA y su correspondiente ı´ndice F . El valor de
F =161.983 con p <0.001 revela que el hiperplano definido por la ecuacio´n de
regresio´n (6.11) es un buen ajuste para el conjunto de los datos.
La Tabla 25 muestra los coeficientes del modelo (6.11), sus respectivos intervalos
de confianza al 95 %, el valor de estad´ıstico t y su significacio´n p y las correlaciones
parciales y semiparciales obtenidas. A la vista de estos resultados, se puede afirmar
que las dos variables incluidas en el modelo tienen significacio´n estad´ıstica. Los
intervalos de confianza obtenidos poseen una amplitud suficientemente pequen˜a.
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Coeficientes(a,b)
Modelo Coeficientes t Sig. Inter. Conf. 95 % para B Correlaciones
B
Error
T´ıpico
Cota
inferior
Cota
superior
Parcial Semiparcial
Zscore(σf ) 0.634 0.051 12.54 0.000 0.534 0.734 0.783 0.610
Zscore(lnZA,p) 0.454 0.051 8.97 0.000 0.353 0.554 0.670 0.436
a. Variable dependiente: Zscore(F˜ ∗1 )
b. Regresio´n lineal por el origen
Tabla 25. Coeficientes del modelo (6.11) para Z( F˜ ∗1 ), sus intervalos de confianza y
las correlaciones.
Figura 14. Gra´fico de probabilidad normal de los residuos tipificados.
Finalmente, la Figura 14 enfrenta la probabilidad acumulada esperada para la
distribucio´n normal y la observada para la distribucio´n de residuos tipificados. Se
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observa un cierto alejamiento de la distribucio´n de residuos de la diagonal en el
gra´fico, pero no excesivo. Este resultado sugiere aceptar la hipo´tesis de normalidad.
4. Resultados para las variables dependientes Z(k˜1), Z(nd) y Z(ε50)
Para los para´metros de recristalizacio´n k1, nd y ε50 las relaciones de dependen-
cia encontradas con otras propiedades conocidas de los materiales estudiados han
explicado poco ma´s del 60 % de varianza. Es por ello que en este trabajo no se
propone ningu´n modelo de dependencia lineal para estos para´metros. El motivo de
esta disminucio´n de varianza explicada puede estar relacionado con el tipo de com-
portamiento de estos materiales frente a la DRX. En concreto, en la aleacio´n de
Aluminio AA3005 no hay evidencia de DRX durante el proceso de deformacio´n, en
el acero UHC-1.3 %C se ha puesto de manifiesto en el cap´ıtulo 4 que la gran cantidad
de carburos retrasa y disminuye el efecto de DRX y finalmente, en el acero super-
duplex SA, la presencia de varias fases puede distorsionar los resultados promedio
obtenidos. En futuros trabajos se debe ampliar el taman˜o de la muestra y ampliarse
por tanto el abanico de materiales para mejorar las relaciones lineales obtenidas.
6.5. Conclusiones
Los resultados experimentales obtenidos de la aplicacio´n del modelo MCC a los
materiales estudiados permiten concluir que
1. El modelo MCC proporciona, tanto en condiciones transitorias como estacio-
narias, errores de prediccio´n promedio inferiores al 1 % para la tensio´n en los
cuatro materiales estudiados. Por consiguiente, se trata de un modelo ade-
cuado para reproducir la respuesta meca´nica a la deformacio´n en caliente de
estos materiales. El modelo MCC mejora los resultados existentes hasta la
fecha relativos a la modelizacio´n diferencial de la deformacio´n en caliente de
metales.
2. El modelo MCC distingue y desacopla la contribucio´n de los procesos de
WH+DRV y DRX en la respuesta meca´nica de los materiales estudiados a
trave´s de las variables internas F1 y F2.
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3. Los valores obtenidos para las variables internas F1 y F2 en los cuatro materia-
les han sido validados por medio de la comparacio´n de la funcio´n 1 /(F1 − F2)
y el contrastado y ampliamente estudiado para´metro α de la ecuacio´n de Ga-
rofalo dependiente de la deformacio´n.
4. Los para´metros nd y ε50 del modelo MCC, asociados a la DRX, han sido
validados estableciendo un contraste con sus correspondientes en la ecuacio´n
de Avrami tradicional.
5. El ana´lisis de conglomerados ha revelado el poder clasificador de los para´me-
tros del modelo MCC ya que ha agrupado los cuatro materiales estudiados en
tres conjuntos diferenciados. Los aceros UHC-1.3 %C y HNS se han clasifica-
do en un mismo grupo por la similar respuesta meca´nica a la deformacio´n de
ambos materiales. El poder clasificador es equivalente al que se obtiene cuan-
do se consideran las principales variables termomeca´nicas que influyen en el
proceso y en cualquier caso, es susceptible de mejorar ampliando en futuras
investigaciones el nu´mero de ensayos y de materiales.
6. El ana´lisis factorial por componentes principales ha permitido ratificar la atri-
bucio´n de las variables internas F1 y F2 a funciones asociadas a la resistencia
meca´nica del material. En concreto, la primera asociada al endurecimiento por
WH+DRV y la segunda en correspondencia con el ablandamiento por DRX.
7. Se han establecido relaciones lineales explicativas entre los para´metros F0, c1
y F ∗1 del modelo MCC (asociados a la variable interna F1) y otros para´metros
termomeca´nicos observables y contrastados. Las relaciones obtenidas engloban
los cuatro materiales en su conjunto, gozan de significacio´n estad´ıstica y esta´n
apoyadas en la te´cnica multivariante previa de ana´lisis factorial. En cuanto a
los para´metros k1, nd y ε50 del modelo MCC (asociados a la variable interna F2)
las relaciones lineales obtenidas han explicado un porcentaje bajo de varianza
debido a las particularidades referentes a la DRX en los materiales estudiados.
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Cap´ıtulo 7
Conclusiones globales y futura
investigacio´n
En esta tesis se ha disen˜ado y fundamentado un nuevo modelo fenomenolo´gico
y diferencial para predecir la respuesta meca´nica transitoria y estacionaria de mate-
riales meta´licos sometidos a deformacio´n en caliente por torsio´n a alta temperatura
y alta velocidad de deformacio´n. El modelo, llamado MCC, considera el endure-
cimiento por deformacio´n, la restauracio´n dina´mica y la recristalizacio´n dina´mica
como procesos principales de endurecimiento y ablandamiento durante la deforma-
cio´n. El modelo MCC afronta el problema desde el punto de vista macrosco´pico y
dado su cara´cter diferencial requiere de curvas tensio´n-deformacio´n suficientemente
precisas. Es por ello que se ha tenido que afrontar el tratamiento integral de datos
de torsio´n incluyendo un ana´lisis previo sobre la conversio´n de datos y el ana´lisis de
la correccio´n por calentamiento adiaba´tico.
El trabajo desarrollado permite establecer las siguientes conclusiones principales:
1. El proceso de conversio´n de datos de torsio´n ha sido mejorado empleando
te´cnicas matema´ticas de Optimizacio´n e Interpolacio´n. Se ha demostrado que
las hipo´tesis simplificativas tradicionales asociadas al proceso de conversio´n
pueden llevar a errores en la determinacio´n de la tensio´n generalizada de hasta
el 10 % en los materiales estudiados.
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2. El feno´meno de calentamiento adiaba´tico que se desarrolla durante el pro-
ceso de deformacio´n a alta temperatura y alta velocidad de deformacio´n es
significativo en los tres aceros estudiados y puede llevar a diferencias en la
tensio´n mayores incluso del 15 %. La correccio´n de calentamiento adiaba´tico
implementada mediante un esquema iterativo ha permitido eliminar los efectos
distorsionadores de este feno´meno en la respuesta meca´nica del material.
3. El algoritmo de minimizacio´n espec´ıficamente disen˜ado para resolver el pro-
blema de identificacio´n de para´metros del modelo MCC se ha basado en un
me´todo quasi-Newton donde el ca´lculo del gradiente se ha realizado mediante
la aplicacio´n del me´todo adjunto. Desde el punto de vista matema´tico, se ha
demostrado que la precisio´n, eficiencia, robustez y velocidad de convergencia
del me´todo son muy adecuadas para el problema de minimizacio´n planteado.
4. La validacio´n matema´tica del modelo MCC se ha realizado a partir de un test
de control disen˜ado sobre la base de datos pseudo-experimentales generados
ad-hoc. Los resultados muestran que el modelo es identificable, es decir, no
esta´ sobredeterminado en cuanto al nu´mero de para´metros. Asimismo, tiene
una gran capacidad para ajustar curvas tensio´n-deformacio´n y proporciona
intervalos de confianza para los para´metros que se pueden utilizar como una
herramienta ma´s para validar la calidad de los ajustes y del modelo.
5. El modelo MCC se ha aplicado a curvas tensio´n-deformacio´n experimenta-
les obtenidas por torsio´n a alta temperatura y alta velocidad de deformacio´n
de cuatro materiales de diversas caracter´ısticas. En concreto, los materiales
estudiados han sido: la aleacio´n de Aluminio AA3005, el acero de ultra alto
contenido en Carbono UHC-1.3 %C, un acero de alto contenido en Nitro´geno
HNS y un acero superduplex SA. En estos materiales, la aplicacio´n del modelo
MCC lleva a errores promedios inferiores al 1 % en la prediccio´n de la tensio´n
tanto si se trata de condiciones transitorias como estacionarias del proceso de
deformacio´n. As´ı, el modelo MCC mejora los resultados que existen hasta la
fecha relativos a la modelizacio´n diferencial de la deformacio´n en caliente de
metales.
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6. Se ha realizado, por un lado, un contraste entre las variables internas F1
(representante del endurecimiento por deformacio´n y restauracio´n dina´mica
WH+DRV) y F2 (que describe la recristalizacio´n dina´mica DRX) del modelo
MCC y el para´metro α de la ecuacio´n de Garofalo dependiente de la deforma-
cio´n y por otro, entre los para´metros nd y ε50, asociados a la DRX, y la ecuacio´n
de Avrami tradicional. En este sentido, los resultados obtenidos proporcionan
una primera validacio´n f´ısica de las variables internas y los para´metros men-
cionados.
7. En los materiales estudiados, el modelo MCC permite desacoplar la aportacio´n
en la respuesta meca´nica del endurecimiento por deformacio´n y restauracio´n
dina´mica por un lado, y de la recristalizacio´n dina´mica por otro, a partir de
las variables internas F1 y F2.
8. Los resultados procedentes del ana´lisis multivariante de datos de los cuatro
materiales estudiados permiten ratificar la atribucio´n de las variables internas
F1y F2 del modelo MCC como funciones asociadas a la resistencia del material
a ser deformado. En concreto, la variable interna F1 representa los procesos
de WH+DRV y la variable F2 se asocia con el proceso de ablandamiento de
DRX.
9. Se han establecido relaciones lineales explicativas entre los para´metros F0, c1
y F ∗1 del modelo MCC (asociados a la variable F1) y otros para´metros termo-
meca´nicos observables y contrastados. Las relaciones obtenidas engloban a los
cuatro materiales en su conjunto, explican en torno al 90 % de la varianza y
gozan de significacio´n estad´ıstica. En cuanto a los para´metros k1, nd y ε50 del
modelo MCC (asociados a la variable interna F2) las relaciones lineales obteni-
das han explicado un porcentaje bajo de varianza debido a las particularidades
referentes a la DRX de los materiales estudiados.
10. Desde un punto de vista global, el conjunto de resultados expuestos proceden-
tes de las te´cnicas empleadas para la validacio´n matema´tica y experimental del
modelo MCC proporcionan suficiente soporte como para afirmar que el modelo
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MCC es una herramienta valiosa y con significacio´n f´ısica para el ajuste de re-
sultados termomeca´nicos procedentes de ensayos de torsio´n a alta temperatura
y alta velocidad de deformacio´n en los materiales estudiados.
Como futuras l´ıneas de investigacio´n se proponen:
1. Ampliacio´n del taman˜o de la muestra. Ser´ıa interesante ensayar a torsio´n e
incluso a tensio´n o compresio´n un mayor nu´mero de materiales meta´licos para
indagar en el cara´cter predictivo de las relaciones lineales obtenidas entre los
para´metros del modelo MCC y las propiedades termomeca´nicas del material
y constatar la capacidad de ajuste de datos experimentales del modelo.
2. Inclusio´n de variables microestructurales en el ana´lisis del modelo MCC. Ser´ıa
conveniente realizar ensayos de caracterizacio´n microestructural para determi-
nar la posible conexio´n entre los para´metros del modelo MCC y otras propie-
dades microestructurales de los materiales meta´licos.
3. Consideracio´n del modelo MCC como herramienta directa de aplicacio´n en
fa´brica. Dado que las condiciones de conformado (temperatura y velocidad de
deformacio´n) consideradas son pro´ximas a las que se desarrollan en el a´mbito
industrial, el modelo MCC puede tener potencial aplicacio´n como herramienta
de simulacio´n de procesos industriales. Para ello debe estudiarse la capacidad
de interpolacio´n y extrapolacio´n del modelo profundizando en el estudio de la
dependencia continua de los para´metros y en las relaciones entre los para´metros
del modelo MCC y otras propiedades conocidas del material.
Anexo A
Desarrollo de la fo´rmula de
Fields-Backofen para la obtencio´n
de la tensio´n de cizalla
La Figura A.1 muestra esquema´ticamente una probeta cil´ındrica sometida a un
par torsor Γ.
Figura A.1. Representacio´n esquema´tica de una probeta cil´ındrica bajo un par tor-
sor.
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De acuerdo a la Figura A.1 a) se tiene que el par Γ se define como
Γ =
∫
A
r dF,
donde dF es el diferencial de fuerza en un diferencial de a´rea dA a una distancia r
del centro del cilindro y A es la seccio´n transversal. Por definicio´n
dF = τdA,
con τ la tensio´n de cizalla debida a la torsio´n. Adema´s, por consideraciones geome´tri-
cas
dA = 2pirdr
y por tanto
Γ = 2pi
∫ R
0
τr2 dr (A.1)
con R el radio del cilindro.
Por otro lado, de acuerdo con la Figura A.1 b), la deformacio´n de cizalla en la
superficie del cilindro γR se define a partir del arco s como
s = γRL = θR =⇒ γR =
θ
L
R,
con θ el a´ngulo de giro causado por el par Γ y L la longitud efectiva del cilindro.
Esta definicio´n, se puede generalizar para cualquier distancia r al centro del cilindro
γ =
θ
L
r. (A.2)
A partir de la ecuacio´n (A.2) se puede obtener dγ como
dγ =
θ
L
dr = θLdr, (A.3)
donde θ y L se consideran fijos y θL =
θ
L
.
La combinacio´n de las ecuaciones (A.1), (A.2) y (A.3) lleva a la siguiente expre-
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sio´n para el par Γ
Γ =
2pi
θ3L
∫ γR
0
τγ2 dγ. (A.4)
El objetivo que se persigue es extraer el valor de la tensio´n de cizalla en la
superficie del cilindro τ(R) = τR de la integral en la ecuacio´n (A.4). Para ello, se
considera en primera estancia que τ depende exclusivamente de la deformacio´n de
cizalla
τ = τ(γ) (A.5)
y se supone una variacio´n de Γ como consecuencia de una variacio´n de θL. De este
modo, reordenando y tomando variaciones1 en (A.4) se tiene que
d
(
Γθ3L
)
=
(
2pi
∫ γR
0
τγ2 dγ
)′
dθL. (A.6)
Desarrollando el primer miembro en (A.6) se tiene que
d
(
Γθ3L
)
= θ3LdΓ + 3Γθ
2
LdθL (A.7)
y para el segundo miembro se obtiene que2(
2pi
∫ γR
0
τγ2 dγ
)′
dθL =
(
2piτRγ
2
RR
)
dθL. (A.8)
De las ecuaciones (A.7) y (A.8) se tiene que
θ3LdΓ + 3Γθ
2
LdθL =
(
2piτRγ
2
RR
)
dθL
donde reordenando
τR =
Γ
2piR3
(
3 +
d ln Γ
d ln θL
)
. (A.9)
1Para una funcio´n y = f(x) se define dy = f ′(x)dx
2
(∫ h(x)
g(x)
f(t)dt
)′
= f(h(x))h′(x) − f(g(x)g′(x) como consecuencia del Primer Teorema Funda-
mental del Ca´lculo
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En la expresio´n (A.9) es posible realizar el cambio de variable
θL =
2piN
L
con el objetivo de expresar la tensio´n cizalla en funcio´n del nu´mero de vueltas N de
la probeta cil´ındrica. De este modo τR se expresa como
τR =
Γ
2piR3
(
3 +
d ln Γ
d lnN
)
. (A.10)
Las expresiones en (A.9) o (A.10) se conocen como fo´rmulas de Nadai. No obs-
tante, este me´todo tiene una limitacio´n importante. Supone en la ecuacio´n (A.5)
que la tensio´n depende u´nicamente de la deformacio´n de cizalla y no de la velocidad
de deformacio´n. Por tanto, no es aplicable en el a´mbito de alta temperatura donde
la sensibilidad del material a la velocidad de rotacio´n o deformacio´n adquiere pro-
tagonismo. Por otro lado, la precisio´n de las fo´rmulas de Nadai depende del me´todo
nume´rico de derivacio´n empleado3.
Para superar la limitacio´n impuesta en las fo´rmulas de Nadai, se puede considerar
que la tensio´n de cizalla es funcio´n de la deformacio´n de cizalla γ y de la velocidad
de deformacio´n de cizalla γ˙ (γ˙ = θ˙r
L
), es decir, fijada una temperatura de ensayo T,
τ = τ (γ, γ˙) ,
y que por consiguiente
Γ = Γ
(
N, N˙
)
con N˙ la velocidad de rotacio´n. En este caso se tiene que
d ln Γ
d lnN
=
N
Γ
dΓ
dN
=
N
Γ
(
∂Γ
∂N
∣∣∣∣
N˙,T
+
dN˙
dN
∂Γ
∂N
∣∣∣∣
N,T
)
. (A.11)
Si se asume que el ensayo de torsio´n se realiza a una velocidad de rotacio´n que
3Handbook of Workability and Process Design, (Eds.) G.E. Dieter, H.A. Kuhn, S.L. Semiatin,
Asm International, 2003, pp. 94.
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aumenta en proporcio´n al nu´mero de vueltas N , es decir, N˙ = ρN con ρ una
constante se tiene que N˙
N
= dN˙
dN
= cte. As´ı, la ecuacio´n (A.11) queda como
d ln Γ
d lnN
=
∂ ln Γ
∂ lnN
∣∣∣∣
N˙,T
+
∂ ln Γ
∂ lnN
∣∣∣∣
N,T
= n′ +m′ (A.12)
con n′ y m′ los para´metros endurecimiento por deformacio´n y sensibilidad a la
velocidad de rotacio´n para el par Γ. Finalmente, combinando las ecuaciones (A.10)
y (A.12) se obtiene la fo´rmula de Fields-Backofen
τR =
Γ
2piR3
(3 + n′ +m′) . (A.13)
En cualquier caso, si se asume que la deformacio´n es variable de estado en el material
en cuestio´n, es posible aplicar la fo´rmula (A.13) para ensayos de torsio´n a veloci-
dad de rotacio´n constante4 N˙ , que evidentemente son ma´s sencillos de implementar
te´cnicamente.
Notacio´n 1 En el texto de esta tesis se emplean τ y γ para designar a τR y γR
respectivamente, pues siempre que se haga referencia a la tensio´n y deformacio´n de
cizalla se entendera´ que es en la superficie de la probeta cil´ındrica.
4G.R. Ca´nova, S. Shrivastava, J.J. Jonas, C. G’Sell, The Use of Torsion Testing to Assess
Material Formability, Formability of Metallic Materials-2000 A.D. 1 (1982) 189-210.
 
Anexo B
Detalle del ca´lculo del gradiente
del coste por el me´todo adjunto
La determinacio´n del gradiente del coste, ∇χC, realizada para resolver el proble-
ma de optimizacio´n (5.25) se desarrolla en detalle en este Anexo (ver punto 5.7.1).
1. Dado χ, resolver R(χ, F (χ)) = 0 =⇒ F
En este paso, se resuelve la ecuacio´n en diferencias R(χ, F (χ)) = 0 donde em-
pleando los para´metros χ se determinan los estados asociados F . Para ello se realiza
una discretizacio´n del intervalo (t0, tf ] con un conjunto de puntos equiespaciados de
amplitud h, es decir, ti = t0 + hi, con i = 0, ...., Nd y se resuelve de forma recursiva
la ecuacio´n en diferencias obteniendo F (ti):
F1(t0)=F0
F1(ti)=F1(ti−1) + ∆tε˙
[
c1F1(ti−1)
(
1− F1(ti−1)
F ∗1
)
− k1
[
1− exp
(
−ln2
(
ε˙ti−1−εp
ε50−εp
)nd)]]
,
i=1, . . . , Nd
Para ciertos ensayos se ha realizado una discretizacio´n ma´s fina alrededor de la ten-
sio´n de pico, pues en esa zona la variacio´n de la tensio´n con respecto a la deformacio´n
es mayor.
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2. Con χ y F resolver RTFλ+ CF = 0 =⇒ λ
El conjunto de restricciones R del problema de minimizacio´n viene dado por las
siguientes Nd + 1 ecuaciones
R0 : 0 = F1(t0)− F0
Ri :
0 = F1(ti)− F1(ti−1)−
−∆tε˙
{
c1F1(ti−1)
(
1− F1(ti−1)
F ∗1
)
− k1
[
1− exp
(
− ln 2
(
ε˙ti−1−εp
ε50−εp
)nd)]}
,
i = 1, . . . , Nd
As´ı, la matriz RTF viene dada por R
T
F =
{
∂Rj
∂Fi
}
i,j=1,...,Nd+1
. De suerte, resulta
una matriz bidiagonal superior con:
RTF (i, i) = 1, i = 1, ..., Nd + 1,
RTF (i, i+ 1) = ∆tε˙c1
(
2F1(ti−1)
F ∗1
− 1
)
− 1, i = 1, ..., Nd.
Por otro lado,
CF =
{
∂C
∂Fj
}
j=1,...,Nd+1
= −2ξ
Nd+1
{[σ˜(tj−1)− ξ(F1(tj−1)− F2(tj−1))]}j=1,...,Nd+1 .
La determinacio´n del estado adjunto λ es sencilla y muy eficiente computacio-
nalmente ya que la matriz principal del sistema de ecuaciones es bidiagonal. As´ı, la
obtencio´n de λ se realiza por el me´todo de sustitucio´n hacia arriba de acuerdo a la
siguiente expresio´n:
λ∗ (tNd) =
+2ξ
Nd
[σ˜(tNd)− ξ (F1(tNd)−F2(tNd))] ,
λ∗ (ti−1) =
+2ξ
Nd
[σ˜(ti−1)− ξ (F1(ti−1)−F2(ti−1))]−
[
∆tε˙c1
(
2F1(ti−1)
F ∗1
−1
)
−1
]
λ∗ (ti) ,
i = Nd, ..., 2, 1.
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3. Con χ, F y λ calcular ∇χC como ∇χC = RTχλ+ Cχ
Finalmente se obtiene el gradiente del coste con respecto a los para´metros ∇χC
sin ma´s que calcular RTχ y Cχ. Para R
T
χ se tiene que (no confundir Nd con nd)
RTχ =
{
∂Rj
∂χi
}
i=1,..,6
j=1,...Nd+1
=

−1 0 ... 0
0 −∆tε˙F1(t0) + ∆tε˙F
2
1 (t0)
F ∗1
... ∆tε˙F1(tNd−1) + ∆tε˙
F 21 (tNd−1)
F ∗1
0 −F
2
1 (t0) ∆tε˙c1
(F ∗1 )
2 ... −
F 21 (tNd−1) ∆tε˙c1
(F ∗1 )
2
0 ∆tε˙ {1− exp [− ln 2Φnd0 ]} ... ∆tε˙
{
1− exp [− ln 2ΦndNd−1]}
0 −∆tε˙k1 ln
(
1
2
)
ln (Φ0) Φ
nd
0
(
1
2
)Φnd0
... −∆tε˙k1 ln
(
1
2
)
ln (ΦNd−1) Φ
nd
Nd−1
(
1
2
)ΦndNd−1
0 −∆tε˙k1b0nd ln(2)
(ε50 − εp)(nd+1)
(
1
2
) b0
(ε50−εp)nd
... −∆tε˙k1bNd−1nd ln(2)
(ε50 − εp)(nd+1)
(
1
2
) bNd−1
(ε50−εp)nd

,
con
Φi =
ε˙ti − εp
ε50 − εp , i = 0, ..., Nd − 1,
bi = (ε˙ti − εp)nd , i = 0, ..., Nd − 1.
Para Cχ =
{
∂C
∂χi
}
i=1,..,6
se tiene que
∂C
∂F0
=
∂C
∂c1
=
∂C
∂F ∗1
= 0 ya que no existe
dependencia expl´ıcita del coste con F0, c1 y F
∗
1 . Para las otras tres variables se
obtiene:
∂C
∂k1
=
2ξ
Nd + 1
Nd∑
i=0
Ωi
[
σ˜i − ξ
(
F i1 − F i2
)]
,
donde
F i1 = F1 (ti, χ) , F
i
2 = F2 (ti, χ) ,
Ωi = 1− exp [− ln 2 (Φi)nd ] ,
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∂C
∂nd
=
2 log (2) ξk1
Nd + 1
Nd∑
i=0
{
σ˜i − ξ
[
F i1 − k1 + k1
(
1
2
)Φndi ]}
Φndi
(
1
2
)Φndi
ln (Φi) ,
y
∂C
∂ε50
=
2ξ ln( 12)k1nd
(Nd+1)(ε50−εp)(nd+1)
Nd∑
i=0
bi
(
1
2
) bi
(ε50−εp)nd
σ˜i − ξ
ai + k1(1
2
) bi
(ε50−εp)nd
 ,
donde
ai = F1 (ti, χ)− k1,
bi = (ε˙ti − εp)nd .
Anexo C
Pruebas de normalidad de los
residuos
La hipo´tesis de normalidad para los residuos ci = σ˜(ti) − σ(ti) del problema
de minimizacio´n (6.1)-(6.2) ha sido validada empleando los gra´ficos de probabilidad
normal de los residuos (diagramas P-P). Este gra´fico nos presenta la distribucio´n
de los residuos tipificados (puntos) en relacio´n a la distribucio´n normal que ser´ıa
la deseable (l´ınea). En caso de que los puntos este´n suficientemente pro´ximos a la
l´ınea se pondr´ıa de manifiesto la correcta distribucio´n de e´stos indicando que se
puede aceptar la hipo´tesis de normalidad. Adema´s, se ha empleado la prueba de
Kolmogorov-Smirnov que permite realizar un procedimiento de contraste entre la
distribucio´n de los residuos y la distribucio´n normal. El paquete estad´ıstico utilizado
ha sido SPSS.
Se ha seleccionado un ensayo para cada material y los resultados obtenidos se
pueden considerar como representativos del comportamiento general. Se han eli-
minado utilizando diagramas de caja los valores at´ıpicos como paso previo a la
representacio´n y ana´lisis de los diagramas. Asimismo, el ana´lisis se ha realizado con-
siderando la zona de ajuste que va desde la deformacio´n de pico al inicio de estado
estacionario pues por lo general, en las partes de arranque y finalizacio´n del modelo
es ma´s probable que la distribucio´n de los residuos se aleje de la normalidad.
Las Figuras C.1, C.2, C.3 y C.4 muestran los diagramas P-P obtenidos para la
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Figura C.1. Gra´fico de probabilidad normal de los residuos tipificados Zscore( ci)
en la aleacio´n de Aluminio AA3005 a 325 oC y 10 s−1.
Figura C.2. Gra´fico de probabilidad normal de los residuos tipificados Zscore( ci)
en el acero UHC-1.3 %C a 1100 oC y 2 s−1.
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Figura C.3. Gra´fico de probabilidad normal de los residuos tipificados Zscore( ci)
en el acero HNS a 1125 oC y 0.05 s−1.
Figura C.4. Gra´fico de probabilidad normal de los residuos tipificados Zscore( ci)
en el acero superduplex SA a 1000 oC y 10 s−1.
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aleacio´n de Aluminio AA3005 a 325 oC y 10 s−1, el acero UHC-1.3 %C a 1100 oC
y 2 s−1, el acero de alto contenido en Nitro´geno HNS a 1125 oC y 0.05 s−1 y el
acero superduplex SA a 1000 oC y 10 s−1 respectivamente. Para las cuatro gra´ficas
presentadas, se puede observar un cierto alejamiento de los puntos respecto a la l´ınea
diagonal, pero no excesivo con lo que se puede aceptar la hipo´tesis de normalidad
de los residuos obtenidos cuando se resuelve el problema de minimizacio´n (6.1)-(6.2)
en los materiales estudiados.
Las Tablas C.1 y C.2 muestran el resultado proporcionado por la prueba de
Kolmogorov-Smirnov para la distribucio´n de residuos de a) acero UHC-1.3 %C y
mismas condiciones que en la Figura C.2 y b) acero superduplex SA tambie´n a las
mismas condiciones que en C.4. Estas tablas ponen de manifiesto que para ambos
casos el nivel de significacio´n es mayor que 0.025 (marcado en negrita en cada tabla)
lo que ratifica que el conjunto de los residuos obtenidos en el problema (6.1)-(6.2)
se distribuye de manera normal.
Prueba de Kolmogorov-Smirnov para una muestra
Zscore(ci)
N 323
Para´metros normales(a,b) Media 0.000
Desv. Estand. 1.000
Diferencias ma´s extremas Absoluta 0.066
Positiva 0.064
Negativa -0.066
Z de Kolmogorov-Smirnov 1.188
Sig. Asinto´tica (bilateral) 0.119
a. La distribucio´n de contraste es la Normal
b. Se han calculado a partir de los datos
Tabla C.1. Prueba de Kolmogorov-Smirnov realizada con SPSS para la distribucio´n
de los residuos tipificados Zscore( ci) en el acero UHC-1.3 %C a 1100
oC y 2 s−1.
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Prueba de Kolmogorov-Smirnov para una muestra
Zscore(ci)
N 159
Para´metros normales(a,b) Media 0.000
Desv. Estand. 1
Diferencias ma´s extremas Absoluta 0.082
Positiva 0.082
Negativa -0.079
Z de Kolmogorov-Smirnov 1.033
Sig. Asinto´tica (bilateral) 0.236
a. La distribucio´n de contraste es la Normal
b. Se han calculado a partir de los datos
Tabla C.2. Prueba de Kolmogorov-Smirnov realizada con SPSS para la distribucio´n
de los residuos tipificados Zscore( ci) en el acero superduplex SA a 1000
oC y 10 s−1.
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